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0.1 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

Problemstellung: ,,Restringierte” Optimierungsaufgabe mit Gleichungsnebenbedingungen.

Sei f: D — Rund g: D — R*¥ D C R". Wir suchen einen Punkt & € D, s.d. # € S:={z € D |
g(x) =0} und 3U(%) s.d. f(2) < f(x), Ve e U(Z)NS.

Dann heifst & lokales Minimum unter Nebenbedingung g(x) = 0. Analog: lokales Maximum unter
Nebenbedingung & € S, s.d. 3U(Z) mit f(2) > f(z) Ve € U(Z) N S.

Satz 0.1 (Multiplikatorregel von Lagrange: Notwendige Bed. 1. Ordnung fiir lokales Mi-
nimum unter Nebenbedingungen). Sei D C R” offen, f: D — R und g: D — R* partiell
stetig differenzierbar. Sei & € D ein Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0 und die
Gradienten Vgi(%),..., Vgi (%) seien linear unabhingig in R”. Dann gilt

A .
= : | eRFmit > AiVgi(d) = V(@) (< Vg(@)A = Vf(&)).
5% i=1

Die Zahlen Ay, ..., A\, heifen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Nach Voraussetzungen gilt

wo_ (0 e)

i=1...k,linear unabhéingige Vektoren

Also hat %(:}3) € R¥*" Rang k. O.B.d.A. die ersten k Spalten von %(:ﬁ) bilden eine quadratische
invertierbare Matrix. Dann lassen sich x und %(ﬁc) aufspalten:

(Y 99— (995, 99

x‘(z) 8x<x)_(8y(x)’ 5. @) )

~—— \ ) N——
eRan ER’“X’“ E]ka(n—k)

mit y € R*, 2 € R"* und g—g(i) € R¥** regulir.

Setze & = (
U(2) CR"* U(§) C R¥ und eine eindeutige Abbildung

ISP

). Wende nun Satz ?? auf g(z) = g(y,2) = 0 an. Dann existieren Umgebungen

: U(2) = U(y)
z e p(z) =y,

s.d. ¢ folgende Eigenschaften erfiillt

Y
(3) ¢ € C' (U(2),R*) stetig differenzierbar.

@ @) = (@) - (2w)




Betrachte f(2) = f(¢(2),2), f(2): U(2) — R. Da & Extremum von f(z) unter g(z) = 0, ist 2
lokales Extremum von f(z) in U(2). Mit ?? folgt alsoVi=1...n—1:

_ af(2)
Kettgregel af(.’i‘) ) 8@(2) T 8f(:%)
F=1(p(2).2) dy z; 2
Damit folgt
_ of(&) Op(2)  0f(2)
0 o Oy 0z + 0z ()
Definiere
; of(@)  (9g,..\ "
T — 22
A a Ay (3y(m)
——
s} af
(34-3%)
Damit folgt
af(2) _ o7 (09,
dy B A By(x)

Mit (x) folgt

=0.

0f (&) (_ (69(@)‘1 ag(fc)) LN _ srde(®) | 0F ()
0z 0z 0z 0z

of(@) _ 3T g (5 0 v
BN e

Bemerkung 0.2 (Interpretation von Satz 0.1). Definiere Lagrange-Funktion
L(z,\) = f(z) = ATg(z), (z,\)€DxR"

Falls & lokales Minimum von f unter Nebenbedingung g(z) = 0 und Rg (698—(5)) = k. Dann ex.

genau ein A e RFs.d. (z, 5\) ein stationdrer Punkt der Lagrange Funktion ist:

Vo L(# ) = Vf(z) - Vg(@)A=0
VAL(%,\) = g(&) = 0.

Beispiel 0.3 (Anwendung von 0.1). Sei A = (a;;);';—; € R"*" eine symmetrische Matrix. Dann
betrachte

f(z) = (z, Ax)s = z": ;T

ij=1

Bestimme Extrema von f(z) unter Nebenbedingungen ||z|| = 1.
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Definiere g(z) = [|z||3 — 1 und S := {x € R" | g(z) = 0}. Dann gilt fiir z € S: Vg(x) = 2z # 0,
da ||z|3 = 1. Fiir f(z) =Y, > aijriwy gilt fir k=1...n:

% Zzaijéikxj +Zzaijxi5jk
i=1j=1 i=1j=1

n n
E A Tj + E AikTi
j=1 i=1

n
Aij=0ajq
= 2 E Qi Tq
i=1

Also folgt
Vi) = 2Ax.

Existiert ein 7 Da S kompakt und f stetig, nimmt f (auf S) ein Maximum und Minimum an.
Nach Satz 0.1 ex. ein A € R, s.d.

Also ist Eigenwert von A zum Eigenvektor . Damit folgt
f(2) = (&, A%)y = (2, M\8)2 = A||&]2 = M.
=1

Das bedeutet, dass R
inf{(x’Am)Q | ||.13||2 = 1} = f(j;) =)A= )\min-

Also folgt
T
. . ' Ax
Amin = min 2T Az = min 5
lzlla=1~~~" zer"\{o}  |lz[l3
(z,Az)2
Rayley-Quotient
xT Az
>\max =

max RN
zeR™\{0} ||z||3

Amin DzZW. Apax sind der kleinste bzw. grofite Eigenwert von A.
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