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0.1 Extremalaufgaben mit Nebenbedingungen

Problemstellung: �Restringierte� Optimierungsaufgabe mit Gleichungsnebenbedingungen.

Sei f : D → R und g : D → Rk, D ⊆ Rn. Wir suchen einen Punkt x̂ ∈ D, s.d. x̂ ∈ S := {x ∈ D |
g(x) = 0} und ∃U(x̂) s.d. f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ U(x̂) ∩ S.
Dann heiÿt x̂ lokales Minimum unter Nebenbedingung g(x) = 0. Analog: lokales Maximum unter
Nebenbedingung x̂ ∈ S, s.d. ∃U(x̂) mit f(x̂) ≥ f(x) ∀x ∈ U(x̂) ∩ S.

Satz 0.1 (Multiplikatorregel von Lagrange: Notwendige Bed. 1. Ordnung für lokales Mi-
nimum unter Nebenbedingungen). Sei D ⊆ Rn o�en, f : D → R und g : D → Rk partiell
stetig di�erenzierbar. Sei x̂ ∈ D ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 und die
Gradienten ∇g1(x̂), . . . ,∇gk(x̂) seien linear unabhängig in Rn. Dann gilt

∃λ̂ =

λ̂1...
λ̂k

 ∈ Rk mit

k∑
i=1

λ̂i∇gi(x̂) = ∇f(x̂)(⇐⇒ ∇g(x̂)λ̂ = ∇f(x̂)).

Die Zahlen λ̂1, . . . , λ̂k heiÿen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Nach Voraussetzungen gilt

∂gi(x̂)

∂x
=

(
∂gi(x̂)

∂x1
. . .

∂gi(x̂)

∂xn

)
︸ ︷︷ ︸

i=1...k,linear unabhängige Vektoren

.

Also hat ∂g∂x (x̂) ∈ Rk×n Rang k. O.B.d.A. die ersten k Spalten von ∂g
∂x (x̂) bilden eine quadratische

invertierbare Matrix. Dann lassen sich x und ∂g
∂x (x̂) aufspalten:

x =

(
y
z

)
∂g

∂x
(x̂)︸ ︷︷ ︸

∈Rk×n

=
( ∂g
∂y

(x̂)︸ ︷︷ ︸
∈Rk×k

;
∂g

∂z
(x̂)︸ ︷︷ ︸

∈Rk×(n−k)

)
.

mit y ∈ Rk, z ∈ Rn−k und ∂g
∂y (x̂) ∈ Rk×k regulär.

Setze x̂ =

(
ŷ
ẑ

)
. Wende nun Satz ?? auf g(x) = g(y, z) = 0 an. Dann existieren Umgebungen

U(ẑ) ⊆ Rn−k, U(ŷ) ⊆ Rk und eine eindeutige Abbildung

ϕ : U(ẑ)→ U(ŷ)

z 7→ ϕ(z) = y,

s.d. ϕ folgende Eigenschaften erfüllt

(1) g(ϕ(z), z) = 0 ∀z ∈ U(ẑ)

(2) ŷ = ϕ(ẑ)

(3) ϕ ∈ C1
(
U(ẑ),Rk

)
stetig di�erenzierbar.

(4) ϕ′(x̂)︸ ︷︷ ︸
Dxϕ(x̂)

= −
(
∂g
∂y (x̂)

)−1
·
(
∂g
∂z (x̂)

)
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Betrachte f̃(z) = f(ϕ(z), z), f̃(z) : U(ẑ) → R. Da x̂ Extremum von f(x) unter g(x) = 0, ist ẑ
lokales Extremum von f̃(z) in U(ẑ). Mit ?? folgt also ∀i = 1 . . . n− l:

0 =
∂f̃(ẑ)

∂zi
Kettenregel

=
f̃=f(ϕ(z),z)

∂f(x̂)

∂y
· ∂ϕ(ẑ)

zi
+
∂f(x̂)

zi

Damit folgt

0 =
∂f(x̂)

∂y
· ∂ϕ(ẑ)

∂z
+
∂f(x̂)

∂z
(∗)

De�niere

λ̂T =
∂f(x̂)

∂y︸ ︷︷ ︸(
∂f
∂y1

... ∂f
∂yk

)
·
(
∂g

∂y
(x̂)

)−1

Damit folgt

∂f(x̂)

∂y
= λ̂T

(
∂g

∂y
(x̂)

)
.

Mit (∗) folgt

∂f(x̂)

∂y

(
−
(
∂g(x̂)

∂y

)−1
∂g(x̂)

∂z

)
+
∂f(x̂)

∂z
= −λ̂T ∂g(x̂)

∂z
+
∂f(x̂)

∂z
= 0.

Insgesamt folgt

∂f(x̂)
∂y = λ̂T ∂g∂y (x̂)

∂f(x̂)
∂z = λ̂T ∂g∂z (x̂)

}
=⇒ ∂f(x̂)

∂x
= λ̂T

∂g(x̂)

∂x
.

Bemerkung 0.2 (Interpretation von Satz 0.1). De�niere Lagrange-Funktion

L(x, λ) := f(x)− λT g(x), (x, λ) ∈ D × Rk.

Falls x̂ lokales Minimum von f unter Nebenbedingung g(x) = 0 und Rg
(
∂g(x̂)
∂x

)
= k. Dann ex.

genau ein λ̂ ∈ Rk s.d. (x̂, λ̂) ein stationärer Punkt der Lagrange Funktion ist:

∇xL(x̂, λ̂) = ∇f(x̂)−∇g(x̂)λ̂ = 0

∇λL(x̂, λ̂) = g(x̂) = 0.

Beispiel 0.3 (Anwendung von 0.1). Sei A = (aij)
n
i,j=1 ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Dann

betrachte

f(x) := (x,Ax)2 =

n∑
i,j=1

aijxixj .

Bestimme Extrema von f(x) unter Nebenbedingungen ‖x‖ = 1.
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De�niere g(x) = ‖x‖22 − 1 und S := {x ∈ Rn | g(x) = 0}. Dann gilt für x ∈ S: ∇g(x) = 2x 6= 0,
da ‖x‖22 = 1. Für f(x) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijxixj gilt für k = 1 . . . n:

∂f

∂xk
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aijδikxj +

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxiδjk

=

n∑
j=1

akjxj +

n∑
i=1

aikxi

aij=aji
= 2

n∑
i=1

akixi

Also folgt

∇f(x) = 2Ax.

Existiert ein x̂? Da S kompakt und f stetig, nimmt f (auf S) ein Maximum und Minimum an.

Nach Satz 0.1 ex. ein λ̂ ∈ R, s.d.

∇f(x̂) = λ̂∇g(x̂)

=⇒ 2Ax̂ = λ̂2x̂

=⇒ Ax̂ = λ̂x̂.

Also ist λ̂ Eigenwert von A zum Eigenvektor x̂. Damit folgt

f(x̂) = (x̂, Ax̂)2 = (x̂, λ̂x̂)2 = λ̂ ‖x̂‖22︸︷︷︸
=1

= λ̂.

Das bedeutet, dass
inf{(x,Ax)2 | ‖x‖2 = 1} = f(x̂) = λ̂ = λmin.

Also folgt

λmin = min
‖x‖2=1

xTAx︸ ︷︷ ︸
(x,Ax)2

= min
x∈Rn\{0}

xTAx

‖x‖22︸ ︷︷ ︸
Rayley-Quotient

λmax = max
x∈Rn\{0}

xTAx

‖x‖22
.

λmin bzw. λmax sind der kleinste bzw. gröÿte Eigenwert von A.
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