0.1. FOURIER-ENTWICKLUNG

0.1 Fourier-Entwicklung

Definition 0.1 (Periodische Funktionen). f : R — K heifit L-periodisch (L > 0) falls
flea+L)= f(z),Ve e R(= f(x+kL)= f(x), Vk € Z). Sei f periodisch und p > 0. Fiir
o= 1 (=

' p

Variablentransformation

$> gilt dann f : R — K ist p-periodisch

Beispiel 0.2. p =27

fla+om)=f (;(sz)) =f (;HL) Toper (;ﬁx> =f

Hier betrachten wir deshalb nur 27-periodische Funktionen f : R — K. Weiterhin betrachen wir
Funktionen f : [0,27] — K, f € R[0, 27|, 2m-periodisch.

Beispiel 0.3 (Trigonometrische Polynome). Fiir ax, by, € C betrachte

fulx) = G?O + ;(ak cos(kx) + by sin(kx))
01 ap + zn:(ak — ibg)e™ 4 (ay, + ibg)e
2 k=1
n . %(ak — ibk;), k = 0
= Z cpe™® mit ¢ = @, k=0
k=—n %(a—k +ib_k), k<O

(%) : cos(z) = %(eix + e, sin(z) = Z(e” —e ')

Fiir ag, bg, k > 0 ergibt sich ay = cx + c_k, bxp = i(Ck —C_k).

Bemerkung 0.4. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so kann man die Koeffizienten ay, by, cx
durch Integration ausrechen, d.h. ay, by, ¢ sind eindeutig.

1 27
ap = — (z)cos(kx)dz, k>0
T Jo
1 27
b, = — (x)sin(kx)dz, k>0
T Jo
1 2 .
cr = o ; f(x)eﬂ]“C de, keZ

1 .
= 27(.](‘7 e'**),  Lo-Skalarprodukt
™



Beweis. Sei zuerst 0 # A € R.

b b b
/ e A :/ cos(Az)dx —l—i/ sin(A\z) dz

b b

1 1
=5 sin(Az) ) - Xicos(/\x) )
- 1 b
f= T(cos()\x) +isin(Az))
t a
_ iei)\z ’
A,

2m
:>/ et dr =0 VkeZ\ {0}
0

Dann ist

2m 27
/ pik1z o —ikaw . _ / pilki—k2)z g, — 0, falls ky # ko
0 0 27T, fallsklzkg(: klkaZO)

= Behauptung fiir ¢;. Fiir a, by gilt
1 27

1 . .
ak = — ()= (e + e ™) do = c_p+cp =by i
™ Jo 2

Bemerkung 0.5. Obige Formel gilt auch fiir

oo

flx) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) = Z ce "

k=1 k=—o0

falls die Reihen gleichméfig auf [0, 27| konvergieren.

Frage: Hat jede 27-periodische Funktion die Form Y ;_ cxe™* oder kann man sie durch trigo-

nometrische Polynome approximieren? = Motivation fiir Fourier-Reihen.

Definition 0.6 (Fourier-Reihe). Sei f € R[a,b] 2m-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten
von f sind gegeben durch

1 27 i 1 .
e =cp(f) = o ), (z)e~* dx = ﬂ(f’ e'™h)
Die (formale) Fourier-Reihe von f ist
Z ckeikx
k=—o0
mit der n-ten Partialsumme

sn(x) = sp(f, ) = i cpett®.

k=—n
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Die Fourier-Reihe 143t sich in der Form schreiben
?O + Z (ay, cos(kz) + by sin(kx))
k=1
wobei
1 27
ap = — f(x)cos(kz)d
™ Jo
1 27
by = — f(z)sin(kz)d
™ Jo

Satz 0.7. Sei f € RJa, b] eine 27-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten ¢, k €

Zund s, =Y }_  cxe’*. Dann gilt fiir alle n € N

n
2 2
If = sall® = IAIF =27 D Jexl?

k=—n

Beweis. Notation eg(z) = ik

2m 2m
. . . 2 k=1
(ex,er) ——/ ke ik dy ——/ itz g = 477
0 0 0, k#I

1 27 ik 1
Cp = o f( ) ke Qg = —(f7 ek) . (f7ek) = 27¢y
(f,sn) = Z (f, cker) = Z ([, ex) Z Cr2mey, = 27 Z e
k=—n k=—n k=—n k=—n
Snasn Z Z Ckck elwel
k-—nl——n 2 W_/
ek | :{0. k£l
2w, k=1

Dann

”f*Sn”2 = (ffsnyffsn)
:(faf)_(f78n)_(5n7f)+(5na3n)

n n n
=P =2n Y Jel —2m Y ferl+2m Y fenl?

k=—n k=—n k=—n

2
=17 =27 Y Jenl?

k=—n

Satz 0.8 (Besselsche Umgebung). Sei f € R|0, 27] eine 27-periodische Funktion mit Fourier-
Koeffizienten ¢, k € Z. Dann

n

: 2
3l 2l

k=—n



und

i |C |2_hm Xn:|c |2<||f||2
k T nsoo k= 2

k=—o0 k=—n

Beweis. Aus Satz 77?7

n
2 2 2
21 ) lerl? = 17 = If = sal® < 1171
k=—n
>0
Die Konvergenz folgt unter Beachtung der Monotonie und Beschrinktheit der Folge

n
D lenf?

k=—n

O

2
Bemerkung 0.9. Sei f € R[0, 2] 27-periodisch und [|f — s, | 50, n = oo, d.h. die Fourier-
Reihe konvergiert gegen f in L2. Das ist nach Satz ?? dquivalent zu

2 . 2 2 _ 2
117 =2m tim S Jesf? & £ =27 3 el

k=—n k=—o0

Frage: Unter welchen Bedingungen fiir f gilt die Parsevalsche Gleichung

2
£ =27 > Jex)?

k=—o00

mit den Fourier-Koeffizienten cy,.
Ziel: Zeige die Parsevalsche Gleichung fiir die Fourier-Koeffizienten ¢y, {ex = e™** k € 7},
f € Rla,b] = Konvergenz der Fourier-Reihe in L.

Lemma 0.10. V¢ € R\ {27k|k € Z} gilt

Beuweis. cos(kt) = 5 (e’ 4 e~kt)

k=1 k=—n
2n
1 . .
— Z¢ int E ezkt
k=0
——
geometrische Summenformel
__(2n+1)it
— 1 —int 1 6( )
2 1—eit
1e—int _ e(n-‘rl)it
2 1—eit

Erweitern 1 6i(n+%)t — efi(nJr%)t

1 1
2 elzt — etz

_ lsin((n—i- %) t)

2 sin(3¢)
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Lemma 0.11. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt fiir x € [a, b]
und s € R

R = [ " f(y) sin(sy) dy

konvergiert gleichméfig gegen 0 fiir |s| — co und z € [a, b].

Beweis. Sei s # 0.

Fufe) = [ f@)sinloy)dy "2 < p(y) S cos(sy)| + [ cos(su)f (0) dy.

I f stetig auf [a,b] = 3IM > 0,s.d. |f(y)] < M,|f'(y)] < M mit y € [a,b]. Dann gilt
|Fo(z)] < 22 4 M. (h —q), Va € [a,b]. Also konvergiert |Fy(x)| gleichmiRig gegen 0 fiir |s| — oo

= sl T ls

und z € [a, b]. O

Lemma 0.12. Es gilt 5% = >7° %kkw) fiir 0 < z < 27 mit gleichméfiger Konvergenz
auf allen Intervallen [4, 27 — §] fiir § > 0.

Beweis. Aus Hilfslemma ?7? folgt fiir 0 <z < 2mrund n € N

Lemga 77 /:v w o 1 dy
- 2sin (3y) 2
_ / sin((n +3)y) 1

2sin (%y) Y —§(x—7r)

=:F, (z)

Z.7.. F,(x) konvergiert gleichméfiig gegen 0 fiir n — oo. Die Funktion f(y) = ﬁ ist auf
Sin bl

dem Intervall [4, 2 — 0] stetig differenzierbar, weil ¥ # 0 auf [4, 2 — 4], sodass aus Hilfslemma,

77 folgt
® 1 . 1 glm.
Fn(l'): ﬂ_ MSIH n+§ y dy — 0

fiir n — oo und z € [, 27 — 4]. O

Lemma 0.13. Die Reihe

>, cos(kx r—m)? 7
S cosllz) _ =)

k
k=1



konvergiert gleichméfig Vz,0 < x < 2x. Insbesondere gilt fiir x =0

Beweis. Lemma ?? = Vz,y € (0,2n)

TR,y S

4 4

k=1
glggt;(?)gv B i /m sin(kt) Q
k=1"Y k
B 2. cos(kx) cos(ky)
- Z K2 k2
k=1 k=1

y fest (3’3 — 7T)2

4

= k
-y COS}; z) +C Ve (0,2r),C konst
k=1

Die Reihe Y 77, Cog(kT) konvergiert gleichméRig auf [0,27] mit Majorante Y7, 7. Bestimme

die Konstante C':
2 2 2 o0
(x — ) _ / cos(kx)
/0 — dzr = | E 12 +C | dx

k=1

2m

73 / cos( k:ac
— = d + Cdzx

7T3

FZCQW
C=% 12
= cos(kx) (z—m)? w2
= - 2
= Z 2 1 13 x € (0,2m)

k=1

Fiir x = 0 oder x = 27 folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind
auf [0, 27] O

Lemma 0.14. Sei f Treppenfunktion, f € R[0,2n], 27 periodisch. Dann s, — f in
n—oo

L?[0,27], d.h. Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Zunichst, Spezialfall
1, O<z<a
falz) =<05, z€{0,a}
0, 0<x<2m
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fa(z)
11— R -
05 e e o o o
a 22w +a drdm + a
Es gilt || fu]|7. = 027r |fol?dz = [ 1dz = a.
Fourier-Koeffizienten:
a
= —
O o
1 o —ikx
Ck = 7— fa(z)e dz
27T 0
1 /-1 o1
= | — e—Zk}LI)
2m ( ik > o
1 7 ik
e ika 1
o ( mk:> (c )
k£0 @



Fiir k # 0 gilt

1 . )
|Ck‘2 _ ywer (e—ika _ 1) (eika _ 1)

:1,eika,e—ika+1

1 eika +e—ika
= — 1 _—
2m2k2 < 2 )

1
= 5o (1 = cos(ka))
— 2 a’ = 2 2
Z ek |” = ?Jrz (le—kl?® + [cx|?)
k=—o00 ~~ k=1
ad
cos(— ka) cos(ka) a? > 2
) + Z 5272 (1 = cos(ka))
k=1
a R | >
=2t Z e Z cos(ka)
k=1 k=1
—— —_———
_ =2 (a—m)2 w2
=% =71
_ad? n 1 (a—7?2 1
" 4m2 472 12
_a
Cor
— 21 Y el =a=|fallr

k=—o00

Satz 7

2L fa = sa(fa)ll7e = | fall® = 27 Z jew]? ==

k=—n

Sei f € R[0,27] eine beliebige 2m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen
€(0,2r) j=1,...,1

Jede Treppenfunktion f 1dft sich schreiben als

Zd fa ),z € [0,27]

Spez1alfunkt10n (als fa(z))
fa; Spezielle Treppenfunktion mit Sprungstelle a = a; und f,,(z) € {0,1} Vj,z # a;. Dann

| fa; = sn(fa))|| z, 0,n — oo. Betrachte

l
f) = Zdjsn(faj)

und

l l
1F = su(DIl = ||D_ dj(fa, = sn(fa,)) Z dj || fay = $n(fa))|| == 0, 1 — 00
j=1 J=1

L2
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Satz 0.15. Sei f € R[0,27] eine 2m-periodische Funktion. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Parsevalsche Gleichung (sog.
Vollstandigkeitsrelation)

1 2m 0
2 2
% |f(z)|"dz = Z |ck]
\0 b k=—oc0
=lsI?

Beweis. O.B.d.A. sei f reellwertig (sonst werden Real- und Imaginirteil getrennt behandelt) und

|f(z)] < 1Vx € [0,27] (sonst betrachte f(z) :== %, M = sup |f(x)]). Sei € > 0. Dann gibt
z€[0,27]
es zu € 2m-periodische Treppenfunktionen ., . : R — R mit Eigenschaften

“1<p. <<y <1

und )
wg&gﬂ V() — e ()] < ﬁg

Konstruktion von ¢, 1. siehe Rannacher. Dann,

f = @el? < e = @e* < ([0l + l0el) (We —92) < 2(ve = pe)

le|<1
[pe|<1
und
9 27 ) 2T 62 62
1 =ed= [ N —ePde <2 [ we—pde <2 2= T

Weiter gilt: ¢. Treppenfunktion ZX Fourier-Reihe von ¢. konvergiert gegen . in L?, d.h.
€
Ve > 03ne: Vn > ne: ||sn(pe) — @el| < 3

Aus Satz ?7 folgt
2
€
I1(f = @) = salf = ) < IIf — ¢ell* < T

Dann gilt Vn > n.

”f - sn(f)” = Hf_sn(f - 906) - Sn((ps) — Pe +90€||

< = o) = sulf = ) + llpe = sn(pe)
3 3
2732

£

IN A

O

Bemerkung 0.16. Konvergenz in L? ist ,sehr schwach“. Fiir ,glattere“ Funktionen konvergiert
die Fourier-Reihe gleichméfig.

Satz 0.17. Sei f: R — C 2m-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar, d.h. 3
Unterteilung von [0, 27]

O=to<t1 < - <ty =2m
mit f‘[t;l ] ist stetig differenzierbar fiir j = 1,...,m. Dann konvergiert die Fourier-Reihe
von f gleichmifig gegen f.




10

Beweis. f stetig = f € R[0,2r] = Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f in L?,
2
dh. [sn(f) = f £ 0, n = oo. Betrachte ¢ : R — C,¢(z) = ¢;(2), = € (tj_1,t;), &; :
[tj—1,t;] — C stetige Ableitung von f’[t_ Ll Definiere ¢ in ¢; entsprechend (moghch da ¢
J—15%
eine stiickweise stetige Funktion ist). Defininition von R[0,27] = ¢ € R[0,2w] = Fiir

2 ik 2
die Fourier-Koeffizienten von ¢ gilt: v = 5= [ ¢(z)e”* " dz und Y, o7 [l = 5= |9l < oc.
Berechne Fourier-Koeffizienten ¢, von f

1 27 "
a=g [ Fa@e e
t.Int i el
par :n egr. 7f(x)7671kz f ( ) 7zkz dzx
0 S or
¢(w)
=0
—i 27
—ikx
= d
5k p(x)e r
_—t
=~k Tk
1
= o] = E|’7k|
Es gilt |o- 8] < 3|a|? + 3|8]?, da Quadrate grofer 0 sind
11 |yl
< P -
— 2k2 + 2
= S hlg} ¥ ey Y <
k=—o0 k=—o00
— Z |cx| absolut konvergent
k=—o0
o0
- Z cpettT
k=—oc0

Fourier-Reihe von f

konvergiert gleichmifig gegen eine Funktion g, die stetig ist. Also s, (f) LLN g, n — 00, =

2 2
sn(f) L g, n — oco. Andererseits s, (f) ECN Jin— o0

= |f—gllp2=0
= f =g, weil f und g stetig sind

= sn(f)ﬂ)f,n—)oo
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