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0.1 Fourier-Entwicklung

De�nition 0.1 (Periodische Funktionen). f : R → K heiÿt L-periodisch (L > 0) falls
f(x+L) = f(x), ∀x ∈ R( =⇒ f(x+ kL) = f(x), ∀k ∈ Z). Sei f periodisch und p > 0. Für

f̃(x) := f

(
L

p
x

)
︸ ︷︷ ︸

Variablentransformation

gilt dann f̃ : R→ K ist p-periodisch

Beispiel 0.2. p = 2π

f̃(x) := f

(
L

2π
x

)
=⇒ f(x) = f̃

(
2π

L
x

)

f̃(x+ 2π) = f

(
L

2π
(x+ 2π)

)
= f

(
L

2π
x+ L

)
f L-per
= f

(
L

2π
x

)
= f̃

Hier betrachten wir deshalb nur 2π-periodische Funktionen f : R→ K. Weiterhin betrachen wir
Funktionen f : [0, 2π]→ K, f ∈ R[0, 2π], 2π-periodisch.

Beispiel 0.3 (Trigonometrische Polynome). Für ak, bk ∈ C betrachte

fn(x) :=
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

(∗)
=

1

2

(
a0 +

n∑
k=1

(ak − ibk)eikx + (ak + ibk)e
−ikx

)

=

n∑
k=−n

cke
ikx mit ck =


1
2 (ak − ibk), k ≥ 0
a0
2 , k = 0
1
2 (a−k + ib−k), k < 0

(∗) : cos(x) = 1

2
(eix + e−ix), sin(x) =

1

2i
(eix − e−ix)

Für ak, bk, k > 0 ergibt sich ak = ck + c−k, bk = i(ck − c−k).

Bemerkung 0.4. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so kann man die Koe�zienten ak, bk, ck
durch Integration ausrechen, d.h. ak, bk, ck sind eindeutig.

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx) dx , k ≥ 0

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx) dx , k > 0

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx , k ∈ Z

=
1

2π
(f, eikx), L2-Skalarprodukt
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Beweis. Sei zuerst 0 6= λ ∈ R.∫ b

a

eiλx dx =

∫ b

a

cos(λx) dx + i

∫ b

a

sin(λx) dx

=
1

λ
sin(λx)

∣∣∣∣b
a

− 1

λ
i cos(λx)

∣∣∣∣b
a

1
i=−i=

1

λi
(cos(λx) + i sin(λx))

∣∣∣∣b
a

=
1

λi
eiλx

∣∣∣∣b
a

=⇒
∫ 2π

0

eikx dx = 0 ∀k ∈ Z \ {0}

Dann ist∫ 2π

0

eik1xe−ik2x dx =

∫ 2π

0

ei(k1−k2)x dx =

{
0, falls k1 6= k2

2π, falls k1 = k2 ( =⇒ k1 − k2 = 0)

=⇒ Behauptung für ck. Für ak, bk gilt

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x)
1

2

(
eikx + e−ikx

)
dx = c−k + ck = bk · i

Bemerkung 0.5. Obige Formel gilt auch für

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) =

∞∑
k=−∞

cke
ixk

falls die Reihen gleichmäÿig auf [0, 2π] konvergieren.

Frage: Hat jede 2π-periodische Funktion die Form
∑n
k=−n cke

ixk oder kann man sie durch trigo-
nometrische Polynome approximieren? =⇒ Motivation für Fourier-Reihen.

De�nition 0.6 (Fourier-Reihe). Sei f ∈ R[a, b] 2π-periodisch. Die Fourier-Koe�zienten
von f sind gegeben durch

ck := ck(f) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ixk dx =
1

2π
(f, eixk)

Die (formale) Fourier-Reihe von f ist

∞∑
k=−∞

cke
ikx

mit der n-ten Partialsumme

sn(x) = sn(f, x) :=

n∑
k=−n

cke
ikx.
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Die Fourier-Reihe läÿt sich in der Form schreiben

a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

wobei

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx) dx

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx) dx

Satz 0.7. Sei f ∈ R[a, b] eine 2π-periodische Funktion mit den Fourier-Koe�zienten ck, k ∈
Z und sn =

∑n
k=−n cke

ikx. Dann gilt für alle n ∈ N

‖f − sn‖2 = ‖f‖2 − 2π

n∑
k=−n

|ck|2

Beweis. Notation ek(x) := eikx

(ek, el) =

∫ 2π

0

eikxe−ikx dx =

∫ 2π

0

ei(k−l)x dx =

{
2π, k = l

0, k 6= l

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx =
1

2π
(f, ek) =⇒ (f, ek) = 2πck

(f, sn) =

n∑
k=−n

(f, ckek) =

n∑
k=−n

ck(f, ek) =

n∑
k=−n

ck2πck = 2π

n∑
k=−n

|ck|2

(sn, sn) =

n∑
k=−n

n∑
l=−n

ckck︸︷︷︸
|ck|2

· (ek, el)︸ ︷︷ ︸
=

{
0, k 6= l

2π, k = l

Dann

‖f − sn‖2 = (f − sn, f − sn)
= (f, f)− (f, sn)− (sn, f) + (sn, sn)

= ‖f‖2 − 2π

n∑
k=−n

|ck|2 − 2π

n∑
k=−n

|ck|2 + 2π

n∑
k=−n

|ck|2

= ‖f‖2 − 2π

n∑
k=−n

|ck|2

Satz 0.8 (Besselsche Umgebung). Sei f ∈ R[0, 2π] eine 2π-periodische Funktion mit Fourier-
Koe�zienten ck, k ∈ Z. Dann

∃ lim
n→∞

n∑
k=−n

|ck|2
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und
∞∑

k=−∞

|ck|2 = lim
n→∞

n∑
k=−n

|ck|2 ≤
‖f‖2

2π

Beweis. Aus Satz ??

2π

n∑
k=−n

|ck|2 = ‖f‖2 − ‖f − sn‖2︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ ‖f‖2

Die Konvergenz folgt unter Beachtung der Monotonie und Beschränktheit der Folge

n∑
k=−n

|ck|2

Bemerkung 0.9. Sei f ∈ R[0, 2π] 2π-periodisch und ‖f − sn‖2
L2

→ 0, n→∞, d.h. die Fourier-
Reihe konvergiert gegen f in L2. Das ist nach Satz ?? äquivalent zu

‖f‖2 = 2π lim
n→∞

n∑
k=−n

|ck|2 ⇔ ‖f‖2 = 2π

∞∑
k=−∞

|ck|2

Frage: Unter welchen Bedingungen für f gilt die Parsevalsche Gleichung

‖f‖2 = 2π

∞∑
k=−∞

|ck|2

mit den Fourier-Koe�zienten ck.
Ziel: Zeige die Parsevalsche Gleichung für die Fourier-Koe�zienten ck, {ek = eikx, k ∈ Z},
f ∈ R[a, b] =⇒ Konvergenz der Fourier-Reihe in L2.

Lemma 0.10. ∀t ∈ R \ {2πk|k ∈ Z} gilt

n∑
k=1

cos(kt) =
sin
(
(n+ 1

2 )t
)

2 sin
(
1
2 t
) − 1

2

Beweis. cos(kt) = 1
2

(
eikt + e−ikt

)
=⇒ 1

2
+

n∑
k=1

cos(kt) =
1

2

n∑
k=−n

eikt

=
1

2
e−int

2n∑
k=0

eikt︸ ︷︷ ︸
geometrische Summenformel

=
1

2
e−int

1− e(2n+1)it

1− eit

=
1

2

e−int − e(n+1)it

1− eit

Erweitern
=

1

2

ei(n+
1
2 )t − e−i(n+ 1

2 )t

ei
1
2 t − e−i 12 t

=
1

2

sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
1
2 t
)
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Lemma 0.11. Sei f : [a, b] → R eine stetig di�erenzierbare Funktion. Es gilt für x ∈ [a, b]
und s ∈ R

Fs(x) :=

∫ x

a

f(y) sin(sy) dy

konvergiert gleichmäÿig gegen 0 für |s| → ∞ und x ∈ [a, b].

Beweis. Sei s 6= 0.

Fs(x) =

∫ x

a

f(y) sin(sy) dy
part. Integr.

= −f(y)1
s
cos(sy)

∣∣∣∣x
a

+

∫ x

a

1

s
cos(sy)f ′(y) dy .

f, f ′ stetig auf [a, b] =⇒ ∃M > 0, s.d. |f(y)| ≤ M, |f ′(y)| ≤ M mit y ∈ [a, b]. Dann gilt
|Fs(x)| ≤ 2M

|s| +
M
|s| · (b− a), ∀x ∈ [a, b]. Also konvergiert |Fs(x)| gleichmäÿig gegen 0 für |s| → ∞

und x ∈ [a, b].

Lemma 0.12. Es gilt π−x
2 =

∑∞
k=1

sin(kx)
k für 0 < x < 2π mit gleichmäÿiger Konvergenz

auf allen Intervallen [δ, 2π − δ] für δ > 0.

Beweis. Aus Hilfslemma ?? folgt für 0 < x < 2π und n ∈ N

n∑
k=1

sin(kx)

k
=

n∑
k=1

∫ x

π

cos(ky) dy

=

∫ x

π

(
n∑
k=1

cos(ky)

)
dy

Lemma ??
=

∫ x

π

(
sin
(
(n+ 1

2 )y
)

2 sin
(
1
2y
) − 1

2

)
dy

=

∫ x

π

sin
(
(n+ 1

2 )y
)

2 sin
(
1
2y
) dy︸ ︷︷ ︸

=:Fn(x)

−1

2
(x− π)

Z.Z.: Fn(x) konvergiert gleichmäÿig gegen 0 für n → ∞. Die Funktion f(y) = 1

2 sin( y2 )
ist auf

dem Intervall [δ, 2π − δ] stetig di�erenzierbar, weil y2 6= 0 auf [δ, 2π − δ], sodass aus Hilfslemma
?? folgt

Fn(x) =

∫ x

π

1

2 sin
(
y
2

) · sin((n+
1

2

)
y

)
dy

glm.→ 0

für n→∞ und x ∈ [δ, 2π − δ].

Lemma 0.13. Die Reihe
∞∑
k=1

cos(kx)

k2
=

(x− π)2

4
− π2

12
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konvergiert gleichmäÿig ∀x, 0 ≤ x ≤ 2π. Insbesondere gilt für x = 0

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6

Beweis. Lemma ?? =⇒ ∀x, y ∈ (0, 2π)

(x− π)2

4
− (y − π)2

4
=

∫ x

y

t− π
2

dt

??
= −

∫ x

y

∞∑
k=1

sin(kt)

k
dt

glm. Konv.
Satz ??
= −

∞∑
k=1

∫ x

y

sin(kt)

k
dt

=

∞∑
k=1

cos(kx)

k2
−
∞∑
k=1

cos(ky)

k2

y fest
===⇒ (x− π)2

4
=

∞∑
k=1

cos(kx)

k2
+ C ∀x ∈ (0, 2π), C konst

Die Reihe
∑∞
k=1

cos(kx)
k2 konvergiert gleichmäÿig auf [0, 2π] mit Majorante

∑∞
k=1

1
k2 . Bestimme

die Konstante C: ∫ 2π

0

(x− π)2

4
dx =

∫ 2π

0

( ∞∑
k=1

cos(kx)

k2
+ C

)
dx

π3

6
=

∞∑
k=1

∫ 2π

0

cos(kx)

k2
dx︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ 2π

0

C dx

π3

6
= C · 2π

C =
π2

12

=⇒
∞∑
k=1

cos(kx)

k2
=

(x− π)2

4
− π2

12
, x ∈ (0, 2π)

Für x = 0 oder x = 2π folgt die Behauptung durch Grenzübergang, da beide Seiten stetig sind
auf [0, 2π]

Lemma 0.14. Sei f Treppenfunktion, f ∈ R[0, 2π], 2π periodisch. Dann sn →
n→∞

f in

L2[0, 2π], d.h. Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f .

Beweis. Zunächst Spezialfall

fa(x) :=


1, 0 < x < a

0.5, x ∈ {0, a}
0, 0 < x < 2π
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a 2π2π + a 4π4π + a

0.5

1

x

fa(x)

Es gilt ‖fa‖2L2 =
∫ 2π

0
|fa|2 dx =

∫ a
0
1 dx = a.

Fourier-Koe�zienten:

c0 =
a

2π

ck =
1

2π

∫ 2π

0

fa(x)e
−ikx dx

=
1

2π

(
−1
ik

)
e−ikx

∣∣∣∣a
0

=
1

2π

(
− i

iik

)(
e−ika − 1

)
k 6=0
=

i

2πk

(
e−ika − 1

)
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Für k 6= 0 gilt

|ck|2 =
1

4π2k2
(
e−ika − 1

) (
eika − 1

)︸ ︷︷ ︸
=1−eika−e−ika+1

=
1

2π2k2

(
1− eika + e−ika

2

)
=

1

2π2k2
(1− cos(ka))

∞∑
k=−∞

|ck|2 =
a2

4π2︸︷︷︸
a20

+

∞∑
k=1

(
|c−k|2 + |ck|2

)
cos(−ka)=cos(ka)

=
a2

4π2
+

∞∑
k=1

2

2π2k2
(1− cos(ka))

=
a

4π2
+

1

π2

∞∑
k=1

1

k2︸ ︷︷ ︸
=π2

6

− 1

π2

∞∑
k=1

cos(ka)︸ ︷︷ ︸
=

(a−π)2

4 −π2

12

=
a2

4π2
+

1

6
− (a− π)2

4π2
+

1

12

=
a

2π

=⇒ 2π

∞∑
k=−∞

|ck|2 = a = ||fa||L2

Satz ??
====⇒ ‖fa − sn(fa)‖2L2 = ‖fa‖2 − 2π

n∑
k=−n

|ck|2
n→∞−−−−→ 0

Sei f ∈ R[0, 2π] eine beliebige 2π-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen

aj ∈ (0, 2π) j = 1, . . . , l

Jede Treppenfunktion f läÿt sich schreiben als

f(x) =

l∑
j=1

dj faj (x)︸ ︷︷ ︸
Spezialfunktion (als fa(x))

, x ∈ [0, 2π]

faj Spezielle Treppenfunktion mit Sprungstelle a = aj und faj (x) ∈ {0, 1} ∀j, x 6= aj . Dann∥∥faj − sn(faj )∥∥ L2

−−→ 0, n→∞. Betrachte

sn(f) =

l∑
j=1

djsn(faj )

und

‖f − sn(f)‖ =

∥∥∥∥∥∥
l∑

j=1

dj(faj − sn(faj ))

∥∥∥∥∥∥ ≤
l∑

j=1

|dj |
∥∥faj − sn(faj )∥∥︸ ︷︷ ︸

L2−−→0

L2

−−→ 0, n→∞
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Satz 0.15. Sei f ∈ R[0, 2π] eine 2π-periodische Funktion. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Parsevalsche Gleichung (sog.
Vollständigkeitsrelation)

1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx︸ ︷︷ ︸
=‖f‖2

=

∞∑
k=−∞

|ck|2

Beweis. O.B.d.A. sei f reellwertig (sonst werden Real- und Imaginärteil getrennt behandelt) und

|f(x)| ≤ 1∀x ∈ [0, 2π] (sonst betrachte f(x) := f(x)
M , M = sup

x∈[0,2π]
|f(x)|). Sei ε > 0. Dann gibt

es zu ε 2π-periodische Treppenfunktionen ϕε, ψε : R→ R mit Eigenschaften

−1 ≤ ϕε ≤ f ≤ ψε ≤ 1

und

max
x∈[0,2π]

|ψε(x)− ϕε(x)| ≤
1

16π
ε2

Konstruktion von ϕε, ψε siehe Rannacher. Dann,

|f − ϕε|2 ≤ |ψε − ϕε|2 ≤ (|ψε|+ |ϕε|)(ψε − ϕε) ≤
|ψε|<1

|ϕε|<1

2(ψε − ϕε)

und

‖f − ϕε‖2 =

∫ 2π

0

|f − ϕε|2 dx ≤ 2

∫ 2π

0

(ψε − ϕε) dx ≤ 2
ε2

16π
· 2π =

ε2

4
.

Weiter gilt: ϕε Treppenfunktion
??
=⇒ Fourier-Reihe von ϕε konvergiert gegen ϕε in L

2, d.h.

∀ε > 0∃nε : ∀n ≥ nε : ‖sn(ϕε)− ϕε‖ ≤
ε

2

Aus Satz ?? folgt

‖(f − ϕε)− sn(f − ϕε)‖2 ≤ ‖f − ϕε‖2 ≤
ε2

4

Dann gilt ∀n ≥ nε

‖f − sn(f)‖ = ‖f − sn(f − ϕε)− sn(ϕε)− ϕε + ϕε‖
≤ ‖(f − ϕε)− sn(f − ϕε)‖+ ‖ϕε − sn(ϕε)‖

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

=⇒ sn(f)
L2

−−→ f, n→∞

Bemerkung 0.16. Konvergenz in L2 ist �sehr schwach�. Für �glattere� Funktionen konvergiert
die Fourier-Reihe gleichmäÿig.

Satz 0.17. Sei f : R→ C 2π-periodisch, stetig und stückweise stetig di�erenzierbar, d.h. ∃
Unterteilung von [0, 2π]

0 = t0 < t1 < · · · < tm = 2π

mit f
∣∣
[tj−1,tj ]

ist stetig di�erenzierbar für j = 1, . . . ,m. Dann konvergiert die Fourier-Reihe

von f gleichmäÿig gegen f .
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Beweis. f stetig =⇒ f ∈ R[0, 2π] =⇒ Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f in L2,

d.h. ‖sn(f)− f‖
L2

−−→ 0, n → ∞. Betrachte φ : R → C, φ(x) = φj(x), x ∈ (tj−1, tj), φj :
[tj−1, tj ] → C stetige Ableitung von f

∣∣
[tj−1,tj ]

. De�niere φ in tj entsprechend (möglich, da φ

eine stückweise stetige Funktion ist). De�ninition von R[0, 2π] =⇒ φ ∈ R[0, 2π] =⇒ Für

die Fourier-Koe�zienten von φ gilt: γk := 1
2π

∫ 2π

0
φ(x)e−ikx dx und

∑
k∈Z |γk|2 = 1

2π ‖φ‖
2
<∞.

Berechne Fourier-Koe�zienten ck von f

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx

part.Integr.
=

1

2π
f(x)

i

k
e−ikx

∣∣∣∣2π
0︸ ︷︷ ︸

=0

− 1

2π

∫ 2π

0

f ′(x)︸ ︷︷ ︸
φ(x)

i

k
e−ikx dx

=
−i
2πk

∫ 2π

0

φ(x)e−ikx dx

=
−i
k
γk

=⇒ |ck| =
1

k
|γk|

Es gilt |α · β| ≤ 1
2 |α|

2 + 1
2 |β|

2, da Quadrate gröÿer 0 sind

≤ 1

2

1

k2
+
|γk|2

2

=⇒
∞∑

k=−∞

|ck| ≤
1

2

∞∑
k=−∞

1

k2
+

1

2

∞∑
k=−∞

|γk|2 <∞

=⇒
∞∑

k=−∞

|ck| absolut konvergent

=⇒
∞∑

k=−∞

cke
ikx

︸ ︷︷ ︸
Fourier-Reihe vonf

konvergiert gleichmäÿig gegen eine Funktion g, die stetig ist. Also sn(f)
glm.−−−→ g, n → ∞, ⇒

sn(f)
L2

−−→ g, n→∞. Andererseits sn(f)
L2

−−→ f, n→∞

=⇒ ‖f − g‖L2 = 0

=⇒ f ≡ g, weil f und g stetig sind

=⇒ sn(f)
glm.−−−→ f, n→∞
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