Kapitel 1

Der n-dimensionale Zahlenraum K"

1.1 Der euklidische Raum K"

1

Bemerkung 1.1. K" bezeichnet den Vektorraum der n-Tupel x = e eKii=1,..,n,
Tn

z1+Yy1

axq
n € N mit Addition = + y = ( ) und skalarer Multiplikation o - x = ( > ,Va € K.

Tn+Yn QATn

Definition 1.2. Sei X irgendeine Menge.
Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R, (z,y) — d(z,y) mit folgenden
Eigenschaften:

M1 (Definitheit) d(z,y) > 0, d(z,y) =0& x =y

M2 (Symmetrie) Vz,y € X gilt d(z,y) = d(y, ).

M3 (Dreiecksungleichung) Vz,y, z € X gilt d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X mit einer Metrik d. Man nennt
d(z,y) auch den Abstand oder die Distanz von z und y.

Beispiel 1.3. (1) X =R oder C mit d(z,y) = |x — y| ist ein metrischer Raum, denn:
M1 folgt aus || =0« 2z =0, |z| >0,
M2 folgt aus |z —y| =|— (y —2)[ = |y — 2|,
M3 folgt aus d(z,y) =z —y|=lx —z+z—y| < |z —z| + |z —y| = d(z, z) + d(z,y).

(2) (induzierte Metrik) Sei (X, d) metrischer Raum und A C X. Die induzierte Metrik d4 auf
A ist definiert durch dg : A x A — R, da(z,y) = d(z,y), Vz,y € A. Dann wird (A,da)
zu einem metrischen Raum.

(3) (triviale Metrik) Sei X eine Menge. Die Triviale Metrik wird definiert durch:

d(z,y) = 0, firz=y
= 1, firz#y
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(4) Weiteres wichtiges Beispiel: metrische Rdume entstehen aus normierten Vektorrdumen.

Definition 1.4. (normierter Raum) Sei V irgendein Vektorraum iiber K (K = R oder
K = C). Eine Abbildung |-|| : V — R heifst Norm (auf V), wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

N1 (Definitheit) ||z|| > 0, ||z|| =0 < = = 0.

N2 (Homogenitét) ||azx| = |af - ||z] , o € K.

N3 (Dreiecksungleichung) |z + y| < ||z| + ||y||-

Das Paar (V, ||-||) heifit normierter Raum.

Bemerkung 1.5. (Norm ~ Metrik) Sei (V,||||) ein normierter Raum. Dann ist d(z,y) =
|z —yl|l,Vz,y € V eine Metrik auf V.

Beispiel 1.6. Normen in R".

(1) Euklidische Norm ||z, == /> i, 7.
(2) Maximumsnorm oder ¢*°-Norm: ||z|| = max;—1, n |z;|.

(8) O-Norm: [la], = Y0, ol

(4) ¢P-Norm: [|z||,, = />0, [x:[P.

Definition 1.7. Eine Folge (2(®))gey, 2(F) € K™, heifit

i) beschriinkt, falls Vk € N : 2 € Kp(0), Kr(0) eine Kugelumgebung von 0 mit
Radius R.
K,(a) ={z K" | ||z —a| <7}

ii) Cauchy-Folge, wenn Ve > 0,3N. € N sodass Vk,l > N, gilt: Hx(k) —z® HOO < e.

iii) konvergent gegen ein z € K", wenn Hx(k) - x”oo — 0 fir £ — oo.
geometrisch: jede Kugelumgebung K. (z) enthilt fast alle Folgenelemente z*) (d.h.
alle bis auf endlich viele).

Bemerkung 1.8. Offenbar:

Hx(k)—xH — 0,k — &
2™ 2| 20 =1, ..

(k)

Das heifit lim,, o ;"' = z; (komponentenweise Konvergenz in R oder C)

Satz 1.9 (Satz von Cauchy und Satz von Bolzano-Weierstraf).

1) Jede Cauchy-Folge in K™ konvergiert, d.h. der normierte Raum (K", |-||.) ist voll-
stindig. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banach-Raum genannt.

2) Jede beschriankte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. 1) Sei (z(®)),en eine Cauchy-Folge, d.h. Ve > 0,3IN_,Vk,1 > N, : Hx(k) - x(l)Hm < e.
(k)

Betrachte Komponentenfolge (z;"’)ren,? = 1, ...,n. Die Komponentenfolgen sind Cauchy-

Folgen, weil

’xﬁk) —xﬁ.”’ < wa) _mmH <eVk,1>N.Vi=1,..,n.

z1
= limp_ oo xgk) =z = z ki)f T = ( : ) in /o, Norm.
2) Sei (z("));cn beschrinkt = (xz(k))keN,Vi =1,...,n auch beschrénkt

Bo-Weo in Kog existiert eine konvergente Teilfolge (xikl’j))jeN von (xik))keN mit xikl’j) 2%,

nach n Schritten haben wir Teilfolgen (x%k"’j )) jeN von (xSf)) ken fir die alle Komponenten-

folgen konvergieren (mgk"’""))jeN 2% 2;,¥i = 1,...,n. Daraus folgt (z%7) "= &

O
Satz 1.10 (Aquivalenz von Normen). Sei K" ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann
sind alle Normen &dquivalent zur Maximumsnorm ({,), d.h. zu jeder Norm ||-||,3m, M >0
sodass
mzll <zl < Mlzf o, = e K™
Beweis. Sei ||| irgendeine Norm. Yz € K",z = 3")_ e, wobei e®) k = 1,...,n die soge-

Ok,1
nannte euklidische Basis ist: e(®) = ( : )

6k’,n
Dann:

n
ol <> Jawl - |
k=1
n
k
< 3% s - o0 b

Wobei M :=3"1_, [le®]].
Setze
Spi={r €K" | alle =1}, mi=if{|jz] [z € S} >0.

Es gzz.: m > 0. Annahme m = 0. Dann existiert eine Folge (z(*)ien, ) € S;, sodass
k—oo

|2®) ]| =57 0. Aus ™ € S folgt (z(F)),e ist beschréinkt in der £o-Norm. Dann impliziert der

Satz von Bolzano-Weierstrak: es existiert eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. (z(*)) "2 2 in
der {,-Norm, dann:

k k k—oo
|o®]| = lolo| < [Jo® =] = 1 -lelle 1 =T 0 = ol =1 = ze s
——
=! i
1zl
Anderseits:

ol o=+ o] < a1 [l =0+ 0 =0

= |z]|=0 = z=0.
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Widerspruch zu x € Si, also m > 0. Dann fiir « # 0 ist Vektor W €5 und m < =] (nach

]l

Definition von m) und 0 < m - ||z, < ||z, = € K™ O

Korollar 1.11. Auf K™ sind alle Konvergenzen in irgendeiner Norm dquivalent zur Kon-
vergenz in der {.-Norm. (= komponentenweiser Konvergenz)

Bemerkung 1.12. Obiger Satz gilt nicht fiir unendlich dimensionale Rdume (wie z.B. C|[a, ]
oder Rla,b]). Die endliche Dimension von K™ ist entscheidend.

1.2 Teilmengen in K" (Topologische Grundbegriffe)

Bezeichnung: ||-|| irgendeine Norm.

Definition 1.13 (e-Kugel, e-Umgebung). Sei a € K™, > 0.
(1) Dann heift K, (a) = {x € K" | |la —z|| < r} die offene Kugel um a mit Radius r
bagl. |-

(2) U C K™ heift Umgebung von a € K, falls 3¢ > 0 mit K.(a) C U. Insbesondere ist
K. (a) selbst eine Umgebung von a, eine sogenannte e-Umgebung von a.

Definition 1.14 (offene Menge). Eine Menge O € K™ heifst offen, falls O eine Umgebung
jedes Punktes aus O (x € O) ist, das heift Vo € O,3¢ > 0 mit K. (z) C O.

Beispiel 1.15. (1) Ja,b[C R ist offen (a < b,a,b € R), weil: sei x €]a,b[, definiere ¢ =
min{la —z|,|b —z|}, e > 0,daa < z < b ist K.(z) Cla,b]

(2) 0 leere Menge ist immer offen, K™ ist immer offen

(3) Die Kugel K, (a) ist immer offen: sei x € K, (a), setze € := r—||z — a||, dann K.(z) C K,(a),
weil: sei y € K (). Dann gilt

ly—al < lly—z| +lz—al<r—lz—af+z-al=r
——

<e=r—||lz—all

Satz 1.16 (Eigenschaften offener Mengen). Es gilt:

(1) Sind U und V(C K™) offen, dann ist U NV offen.

(2) Sei U; C K™, i € I eine Familie offener Teilmengen. Dann ist auch |J U; offen.
i€l

Beweis. (1) Sei x € UNV. Dann Jeq,e9 > 0 mit K., (x) C U, K.,(z) C V. Damit gilt fiir
e :=min{ey,e2}, K. (x) CUNV. (Beachte: @ ist immer offen.)

(2) Sei z € |JU;, dann 35 € I mit = € Uj.
i€l
Uj offetn = Je > 0 mit K. () CU; = K.(x) C UU,.
i€l
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Korollar 1.17. 1) Endliche Schnitte und beliebige Vereinigung von offenen Mengen sind
wieder offen.

2) (Beobachtung) Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen braucht nicht offen

zu sein. Z.B.
pay 1 1
ﬂ],u[—[o,u
n n

n=1

ist nicht offen, da K.(0) ¢ [0, 1], Ve > 0.

Definition 1.18 (Abgeschlossene Menge). Eine Teilmenge A C K™ heifst abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A¢ := K"\ A offen ist.

Beispiel 1.19. (1) Fiira,b € R, a < bist [a, b] abgeschlossen, denn |—o0, a[ U ]b, oco[ = R\ [a, b]
ist offen, denn:

| —o0,a[= U]afn,a[ ist offen 1b, 00[ = U]b,b+n[ ist offen.
neN neN

Satz 1.20 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen).

(1) Sind V,U (V,U C K™) abgeschlossen, dann ist U UV C K" auch abgeschlossen.

(2) Sind Uj;, (¢ € I) abgeschlossene Mengen in K”. Dann ist () U; auch abgeschlossen.
iel

Beweis. (1) (UUV)¢= U° NV offen.

offen  offen

) (mm)c_ U US offen.

iel i€l ~~~

offen
O
Beispiel 1.21. (1) Beliebige Vereinigung abgeschlossener Mengen muss nicht abgeschlossen

. 1 1.
sein. Z.B.10,1[= | |—,1— —| ist offen.
neN LT n
abgeschlossen

(2) @ und K™ sind abgeschlossen.

(3) A1 C R™ und Ay C R™ abgeschlossen, dann ist auch A; x Ay C R™ x R™2 = R™1+72
abgeschlossen.

(4) Fiir a < b € R ist [a,b] weder offen noch abgeschlossen.
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