Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmafiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen

konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (f,(x))nen
gegen f(z) konvergiert, d.h.

Ve >0 3IN =N(exz)>0sd. |fulz)— f(z)<e Vn>N.

Beispiel 1.2. (a)

fa(2):]0,2] = R

2

n°x O§x§%
fa(@)=q2m—n*s ;<e<2.
0 2 <p<2

(fn(2))nen konvergiert punktweise gegen f(z) = 0 Vz € [0, 2]
x=0: er(O) =0= f<0)
O0<x<2:Vn> %,fn(x):O:f(I)

(b) fulz)=2™, fr:10,1] = R.

(fn(2))nen S RN f(z) = {1 falls x = 1

punktweise 0 falls 0 S x <1 '

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N =N(e)sd. |fn(z)— f(x)]<e Ve Dundn > N.
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Abbildung 1.1: f,(x) = 2™ und ihre Grenzfunktion

Bemerkung 1.5. Ve > 0, 3N = N(e), Vn > N gilt
graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f :={(z,y) € D xR | |y — f(x)] < €}.
Beispiele 1.2 (a) und (b) nicht gleichméfig konvergent, zu (a): Fiir e = % gilt |fn (%) —f (%)| =

0.5+

~0.2

—-0.2 02 04 06 038 1 1.2 051

Abbildung 1.2: Links: ,,e-Schlauch”, Rechts: 1.2 (b) nicht gleichméRig konvergent
n > %
Beispiel 1.6. f,:[0,2] = R, f,(x):= %sin (27n - ) konvergiert gleichméfig gegen f(xz) = 0.
n—oo

|sin(2rmn - z)| <1 Ve € R = fu(z) —— 0 Vz €]0,2] = punktweise Konvergenz.

Sei nun € > 0, dann AN € N mit % < e. Damit folgt

1
Vn>N |fa(x)] < N <e VY = gleichmaRige Konvergenz.

Bemerkung 1.7. Konvergiert f,: D — R gleichméfig gegen f: D — R, dann konvergiert f,
punktweise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.2 (a) und (b).
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Satz 1.8 (Gleichméfiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Essei D C Rund f,,: D — R
VYn € N stetig in D. Sei (fy,)nen gleichméfig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist
stetig in D.

(fri)nen ——=— f = IN € Ns.d. ¥n >N Ve D gilt |f,(z) — f(z)] <

gleichméfig

Beweis. Seien xg € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vr € D: [z —xo| <d = |f(x)— f(z0)] <.
€
3

fn stetig in xg = 30 s.d. Vo € D gilt | — 20| < § = |fn(x) — fu(z0)| < g
Zusammen: Vz mit |z — o] < J gilt:

[f(@) = flzo)l = [f(2) = fu(z) + fu(z) = fu(zo) + ful@o) — f(20)]

€ e €
3 3 3

€.

IN A

1.2 Der Funktionenraum C|a, b]

Definition 1.9 (Maximumnorm |||« ). Es sei D ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall
I =[a,b] und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[flloo := max{|f(z)| | z € [a, b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a, b] beschrénkt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (|| - || und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a, b] — R stetig.
Dann gilt
(i) (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f: [a,0] & R <= ||fn — flloo = 0, n = o0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,,)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b] <= Ve > 0 IN; € N,
s.d. Vn,m > Ny gilt || fr — finlleo <€

Beweis. (i) , =" Sei ¢ > 0. Dann 3N € Ns.d. |f,(2) — f(z)] < § Vo € [a,b] und Vn > N.
Damit folgt:
€ n— 00
max a(e) = @I = o = Tl < § < = 1=l 22550

n—oo

» =" Sei € > 0. Wegen ||fr, — flloo —— 03N € Ns.d. ||fn — fllooc < € ¥n > N. Damit
folgt Vn > N und Vz € [a, b]

[fn(z) — f(z)] < m[ayl;?] [fn(@) = f(@)] = Ifrn — flloo < € = gleichméRige Konvergenz.
xr€E|a,
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(ii) ,, =7 (fn)nen konvergiert gleichméfig auf [a, b], d.h. 3f : [a,0] = R s.d. f, 1 n?ooﬁ
gleichméfig

Sei € > 0, dann 3Ny € N s.d. |fp(z) — f(z)] < § Vn > Ny und Vz € [a,b].
Damit gilt Vn,m > Ny und Vz € [a, b]:

€

fa(@) = fn(@)] < |ful@) = F@) +[f(2) = fm(2)| < T+ 7 =5

€
= mrél[%}i] |fn(x) - fm(x)‘ = ||fn - fm”oo < 5 <e Vn,m > Ny.
, <" Sei € >0, dann ANy € N, s.d.
€
[fa(@) = fm (@) < fa = finlloo < 5 VR,m 2 No Vo € [a,b].
= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.

= (fu(®))nen konvergiert
= Definiere f(z) := lim, o0 fn(2), = € [a,b].

Dann gilt Yn > No, Yz € [a,b]:
|[fu(z) = f(x)] = lm |fn(z) — fm(2)] < g = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0

O

Bemerkung 1.11. || - || erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) Ifllcc =0 = f(x) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) flaflloc = la] - [Iflloc, & € R (Homogenitéit)

(N3) [If + glloc <[ flloc + [lgllcc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C'a, b] definiert durch
Cla,b] :=={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f|lco ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstandigkeit). Der Raum Cfa, b] ist vollstdndig beziiglich gleichméfiger Kon-
vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C[a, b] besitzt einen Limes in Cla, b]

Beweis. Rannacher O
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1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f,, — f, gilt dann auch f; frn = f; f?

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] —

n—oo

R mit [|f, — flloo —— 0 (gleichméfige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-
integrierbar und

lim fn da:—/ f(z dm—/ lirrgofn(x)dx

n—o0

n—oo

Beweis. f, P f = f stetig = f Riemann-integrierbar.
gleichmébig
Es gilt
b b b
[ e [ s = | [ - s@nis] < [ 10wl < mas 1) - 5621

:”fn - f”oo (b - CL)
—_———

n— 00 beschrankt

—0

O

Satz 1.15. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe )", f,, konver-

giere gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (ZTJLO fn)nen sei gleichméafig
konvergent. Dann gilt:

)= an(x) YV € [a,b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/f dw*Z/fn

n=0

/aan d:c—z/ fula

n=0

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig — Zﬁfzo fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (Zﬁ;o fn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

x) = an( ) stetig = hm (Z fulz ) gleichméfiger Limes.
n=0
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Es gilt

/an dx—Z/fn da:+/ Z fa(z

4 pn=N+1
Die Reihe konvergiert gleichmiéfig, d.h. Ve > 0 3N, € N, s.d. VN > N, gilt

/an%:an x)dz| <e-(b—a)
/Gan d:vfn 0/ fu(z)dz| <€

o b
~ [ an )iz — lim O/G oz =3 [ ooy

Korrolar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei > > a,(z—z¢)" eine reelle Potenz-
reihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert > >~ a,(z — 2¢)" in jedem Intervall
[xg — r,x0 + 7] fiir 0 < r < p gleichméfig und fiir [a,b] C |xg — p, x0 + p[ gilt

b oo oo a b
n o n n+1
/a ngzo an(x — x0)"dx = nE:O s 1(9& — )

a

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir | — 2| < r ist zu beweisen: Fiir | — xg| < 7,
r < p gilt:

0o N e’}
Zan(xf:co)" — Zan(:vfxo)” = Z an(x — x0)"
n=0 = oo n=N+1 o
|lz—zo|<r 2
> lanlor”
n=N+1
(x) & "
2y (G5)
n=N+1 p—€
oo n
_ Z T N—oco 0
p—€ geometrische Reihe ’
n=N-+1. ,
<1
= 1 s : n/ 1
(*).p—m,r<p—6furelne>0$ENOEN,S.d. |an|<;Vn2No O
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