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Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmifiige Konvergenz

Definition 1.1.1. Sei fiir n € N, f,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen

konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (f,(x))nen
gegen f(z) konvergiert, d.h.

Ve >0 3IN =N(exz)>0s.d. |fulz)— f(z)<e Vn>N.

Beispiel 1.1.2. (a)

fa(2):]0,2] = R

2

n°x O§x§%
fa(x) =< 2n —n2z %gxgﬁ
0 2 <p<2

(fn(2))nen konvergiert punktweise gegen f(z) = 0 Va € [0, 2]
x=0: er(O) =0= f<0)
O0<x<2:Vn> %,fn(x):O:f(:E)

(b) fal(z)=2", fn:[0,1] = R.

punktweise 0 falls0<z<1’

(fn(l’))neN H4OO> .’)3) _ {1 falls z =1

Bemerkung 1.1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.1.4. Die Folge (f,)nren konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N = N(e) sd. |fn(z) — f(x)]<e Ve Dundn > N.
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Abbildung 1.1: f,(x) = 2™ und ihre Grenzfunktion

Bemerkung 1.1.5. Ve >0, 3N = N(¢), Vn > N gilt
graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f := {(z,y) € D xR | |y — f(x)] < €}.
Beispiele 1.1.2 (a) und (b) nicht gleichméRig konvergent, zu (a): Fiir e = 3 gilt | fn (L) = f (1)] =

0.5+

0.2

-0.2 02 04 06 08 1 1.2 051+

Abbildung 1.2: Links: ,,e-Schlauch”, Rechts: 1.1.2 (b) nicht gleichmé&Rig konvergent

n > %
Beispiel 1.1.6. f,: [0,2] = R, f,(z) := +sin (27n - z) konvergiert gleichmaRig gegen f(z) = 0.
n—oo

|sin(2mn-z)| <1 Vox € R = f,(z) —— 0 Vz €0,2] = punktweise Konvergenz.

Sei nun € > 0, dann IN € N mit % < €. Damit folgt

1
Vn>N |fa(z)] < N <€ Vo = gleichmifige Konvergenz.

Bemerkung 1.1.7. Konvergiert f,,: D — R gleichméfig gegen f: D — R, dann konvergiert f,,
punktweise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.1.2 (a) und (b).
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Satz 1.1.8 (Gleichmifiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Essei D C Rund f,: D —
R Vn € N stetig in D. Sei (fy)nen gleichméfhig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f
ist stetig in D.

Beweis. Seien xg € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vz € D: |z —xo| < § = |f(x)— f(z0)] <.

(Fa)nen —=% 4 f — INeNs.d.Vn>N Vze D gilt |fo(z) — f(z)] < §

gleichméfig
fo stetig in 2o => 36 s.d. Vo € D gilt |z — 20| < 6 => |fu(@) — fu(z0)] < g

Zusammen: Yz mit |z — zg| < 0 gilt:

[f (@) = fzo)l = [f(2) = fu() + fu(2) = fu(2o) + ful20) — f(20)]
|f (@) = fu(@)[ 4+ [fn(x) = fr(@o)| + | fu(z0) — f(z0)]

€L, E
3 3 3

€.

ININ

1.2 Der Funktionenraum C|a, b|

Definition 1.2.1 (Maximumnorm || - ||o). Es sei D ein beschrénktes, abgeschlossenes In-
tervall I = [a,b] und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[fllo := max{|f(z)| | z € [a,b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a,b] beschrénkt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.2.2 (|| ||o und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a,b] — R stetig.
Dann gilt
(i) (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f: [a,0] = R <= ||fn — flloo = 0, n — 0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b] <= Ve > 0 IN; € N,
s.d. Vn,m > Ny gilt || fr, — finlloo <€

Beweis. (i) , = ": Sei ¢ > 0. Dann 3N € N s.d. [f,(z) — f(z)] < § Vo € [a,b] und Vn > N.
Damit folgt:

max |fu(@) = f(@)] = [fo— flloe < 5 <€ = (o= Floo 220,
z€Ja,b] 2

. <=":Sei e > 0. Wegen ||fn — flloo —=03IN € Ns.d. ||fn — flloo <€ ¥n > N. Damit
folgt ¥n > N und Vz € [a, b]

[fn(z) — fz)] < m[ayl;?] |[fr(x) — f(@)] = | fn — flloo < € = gleichméfige Konvergenz.
xE|a,
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(i) ,, =7 (fn)nen konvergiert gleichméRig auf [a,b], d.h. 3f : [a,b] = Rs.d. f, 1 n;)ooig
gleichméRig
Sei € > 0, dann 3Ny € N s.d. |fn(z) — f(z)] < § Vn > Ny und Vz € [a,b].
Damit gilt ¥Yn,m > Ny und Vz € [a, b]:
€ € €
Fnl@) = )] < () = F@) +17@) ~ fmlo)l < S+ 5 = 5
€
= mrél[%}i] |fn(x) - fm(x)‘ = ||fn - fm”oo < ) <e Vn,m > Ny.

» <=":Sei € >0, dann 9Ny € N| s.d.
€
[fa(@) = fm (@) < fa = finlloo < 5 VR,m 2 No Vo € [a,b].

= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.
= (fn(2))nen konvergiert
= Definiere f(z) := lim, 0o fn(x), € [a,b].

Dann gilt ¥n > Ny, Vz € [a, b]:

I

|[fu(z) = f(x)] = lm |fn(z) — fm(2)] < g = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0

Bemerkung 1.2.3. || - ||« erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) Ifllcc =0 = f(x) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) [laflloe = || - [| f]loo, @ € R (Homogenitét)

(N3) [IF + gllee < flloo + lglloc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

O

Definition 1.2.4. Der Funktionenraum C'a, b] definiert durch
Cla,b] :=={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f|loo ein normierter Vektorraum.

vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C|[a, b] besitzt einen Limes in Cla, b]

Satz 1.2.5 (Vollstédndigkeit). Der Raum Cla, b] ist vollstdndig beziiglich gleichmafiger Kon-

Beweis. Rannacher
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1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f,, — f, gilt dann auch [” f, — [* f?

Satz 1.3.1. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] —

n—oo

R mit || fn — flleo — 0 (gleichméfige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-
integrierbar und

lim fn da:—/ f(z dm—/ lirrgofn(x)dx

n—o0

n—oo

Beweis. f, e f = f stetig = f Riemann-integrierbar.
gleichmalsig
Es gilt
b b b
[ e [ s = | [ - s@nis] < [ 10wl < mas 1) - 5621

:”fn - f”oo (b - CL)
—_———

n— 00 beschriankt

—0

O

Satz 1.3.2. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe >" 7, f,, konver-

giere gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (ZTJLO fn)nen sei gleichméfig
konvergent. Dann gilt:

)= an(x) YV € [a,b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/f dw*Z/fn

/an d:c—z/ fula

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig — Zﬁfzo fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (Zﬁ;o fn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

x) = an( ) stetig = hm (Z folx ) gleichméRiger Limes.
n=0
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Es gilt

/an dx—Z/fn da:+/ Z fa(z

4 pn=N+1
Die Reihe konvergiert gleichméfig, d.h. Ve > 0 3N, € N, s.d. VN > N, gilt

/an%:an x)dz| <e-(b—a)
/Qan d:vfn 0/ fu(z)dz| <€

o b
~ [ an )iz — lim O/G oz =3 [ ooy

Korrolar 1.3.3 (Integration von Potenzreihen). Essei Y.~ j an(z—x0)" eine reelle Potenz-
reihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert > °  a,(z — )" in jedem Intervall
[xg — r,x0 + 7] fiir 0 < r < p gleichméfig und fiir [a,b] C |xg — p, x0 + p[ gilt

b oo oo a b
n o n n+1
/a ngzo an(x — x0)"dx = nE:O s 1(9& — )

a

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir |x — 2| < r ist zu beweisen: Fiir |z — xg| < 7,
r < p gilt:

0o N e’}
Zan(xf:co)" — Zan(:vfxo)” = Z an(x — x0)"
n=0 = oo n=N+1 o
|lz—zo|<r 2
> lanlor”
n=N+1
(x) & "
2y (G5)
n=N+1 p—€
0o n
_ Z T N—oco 0
p—€ geometrische Reihe ’
n=N-+1. ,
<1
. _ 1 - . n 1
(*).p—m,r<p—6furelne>0 — ENOEN, s.d. \/|an| < ;anNO O

Jetzt: Fourier Analysis
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1.4 Der Funktionen-Raum R]a, b]

Definition 1.4.1. Eine f: [a,b] — C, [a, )] C R heift Riemann-integrierbar auf [a, b], falls
Re(f) und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x) dz := /abRef(x) dx—i—i/ablmf(x) de.

Bemerkung 1.4.2. 1. Analog: Definitionen von uneigentlichen Riemann-integralen fiir kom-

plexwertige Funktionen

2. Die Rechenregeln f4r das reelle Riemann-integral {ibertragen sich auf komplexwertige In-

tegrale, insbesondere gilt:
b b
/ f(z) da = / (Ref(z) —i-Imf(z)) dx
a (lb b
:/ Ref(z) dz —i/ Imf(z) dz

= /abf(x) dz.

Definition 1.4.3. Eine Funktion f: [a,b] - K (K = R oder K = C) heifst stiickweise stetig,
falls
1) fin [a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschréinkt ist.

2) in jeder dieser Unstetigkeitsstellen & € [a, b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte
= 1i +h).
F(s = Jim F(€£0)

existieren. Fiir £ € (a,b) wird

ey o= L4 168)

gesetzt.

Bemerkung 1.4.4. Stiickweise stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Die Menge der in diesem Sinne auf [a, b] stiickweise stetigen (Riemann-integrierbaren) Funktionen

bilden einen Vektorraum RJa, b].

Definition 1.4.5. Wir definieren

b
(f,9) = / f(x)g(z) do (;5esquilinearform”).
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Dies ist wohldefiniert da fiir f, g € R[a,b] das Produkt f(z) - g(z) € R[a, b] ist.

Definition 1.4.6 (Skalarprodukt). Sei V' Vektorraum iiber K. Die Abbildung < -,- >: V' x
V' — K heiftt Skalarprodukt auf V', falls Vu,v,w € V und o € K gilt:

(S1)

v,u) = (u,v) (Symmetrie, hermitesch falls K = C symmetrisch falls K = R)

v, au) = a(v, u)
v, u+ w) = (v, u) + (v, w)
(v +u,w) = (v,w) + {u,w)

(
) {av,u) = alv,u)
(
(

(S3) Positivdefinitheit: (v,v) >0
(w,0) =0 <= v=0

Bemerkung 1.4.7. Auf R|a, ] besitzt (-,-) die Eigenschaften eines Skalarprodukts, denn es gilt
VO‘>6 S Ca Vfag € R[a7b]a fla f2 S R[avb]: 91,92 S R[a7b]:

(1) (afi + Bfa, g) = (af1,9) + (Bf2,9) = a(f1,9) + B(f2, 9)
(2) (f7 agi + ﬂg2) = (f7 agl) + (f7 692) = a(.ﬂ gl) +B(f7 92)

Z/lbf-gdx:Abde:/al)de:M:M
f):/abffd$=/ab|f(a?)|2dx20

(5) Aus (4) und der Definition von Rla,b] folgt: (f, f) =0 = f =0 auf [a,b)].

(-,+) wird auf R[a,b] L?-Skalarprodukt genannt.

Lemma 1.4.8. Fiir ein L?-Skalarprodukt (-,-) auf R[a,b] gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-

chung;:

Beweis. 1) Falls g = 0 gilt trivialerweise

(F 9P =0="(f, 1) (9,9)-

2) Falls g #Z 0, sei a € K beliebig

0<(f+ag, f+ag)=(ff)+alg,f)+alf,g)+a algg)
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Setze a := — Eg’gg = (g f) . Dann gilt
(L9 (g.)  (9.0)-(f.9) , (.99, f)g:9)
=0D="0) 09 T (099
_ (f,9)(g,.f)
== )
_ (f,9)(f,9)
==
_ i p 9l

= 0< (£, )(g,9) = (f,9)]*.

Definition 1.4.9 (L?>-Norm). Das L?-Skalarprodukt (-, -) induziert die L?>-Norm auf R|a, b]

mit
1A= [ fllz2 = (£, f) 5—(/ f- fdx)

Bemerkung 1.4.10. Normeigenschaften von L? auf Rla,b] sind erfiillt:

(N1) Definitheit: || f|| =0 = (f,f) =0 = f =0 auf [a, b]
(N2) Homogenitéit: |af[| = (af,af)* = (|al*(f, [))% = |a| - [|f]
(N3) Dreiecksungleichung;:

If+gll=(f+g, f+g)%

— (12 + (Fr0) + (9. ) + ||g||2>%
Csu 2
LI + 2051l + 1gl?)

— 1£1+ llgll-

Definition 1.4.11 (Konvergenz im Quadratischen Mittel (L?-Konvergenz)). Seien f, €
Rla,b],n € N, f € Rla,b|. f, konvergiert gegen f im Quadratischen Mittel f, n;>—2L>o>7 wenn
gilt

Il fn = fllzz === 0.

Das heifst, dass die quadratische Abweichung zwischen f,, und f gegen Null konvergiert:

/ ‘fn - ‘2 mo

Bemerkung 1.4.12. (1) Es gilt:

b
I = 11 = [ 15a(@) = F@P do < 10 = S0~ 0)
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Damit folgt

n— oo n— oo

an_f”oo—)() = an_f”LZ —— 0.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: f,(z) := 2", z € [-1,1]

1| —n=1
—n=2
n=3
05|
1 —05 05 1
—0.5 |
N P ;

Abbildung 1.3: Links: f,,(z) = 2™, Rechts: f(z) Z0

2 ! 2nd 2 ' 2nd 2I2n+1 ! 2 n=oo O
‘|fvz||L2—[lx T = /Osc o1l 2041 '

n—oo

Aber wegen f,(1) =1 fiir x = 1, n € N, konvergiert f, nicht punktweise gegen f =0 und
wegen fn,(—1) = (—1)",n € N,z = —1 konvergiert f,, nicht.

(2) Der Raum Rla,b] mit L?>-Norm | -|| ist nicht vollstéindig, d.h. es existieren Cauchy-Folgen

in RJa,b], die keinen Grenzwert in R]a, b] haben. Beispiel: siche Abb. 1.3 (Rechts). Hier ist
f(@)#0,z€[a,b].

b
/ F@)? dz =0 = | ] e,
aber f(x) ¢ Rla,b], denn

_ limh\"o f(f + h) - lith\,‘() f(§ - h)
7€) #0 = . -

Definition 1.4.13 (Orthogonalitét). f,g € R[a,b] heifen orthogonal, wenn gilt (f,g) = 0.
Eine Teilmenge S C R[a,b] heift Orthogonalsystem, wenn alle Elemente aus S paarweise

orthogonal sind, d.h.

e Ifill> i= .
(fufg)—{O P2 Vfi, fj € S.
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Satz 1.4.14. Die trigonometrischen Funktionen, fiir k,/ € N

Ck(w)::{1 k=0

cos(kxz) sonst

si(x) := sin(lx)

bilden auf R[a,b] beziiglich des L2-Skalarprodukts ein Orthogonalsystem und es gilt
2 27 2m
/ cx(x) de = / si(z) doe = / ck(x)s(x) de =0
0 0 0
2
/ ck(z)e(z) de = mog
0

27
/ sk(x)si(z) de = moyy
0

Hier sei
1 =
= k=l Kroneckersymbol.
0 k#I
Beweis.
27 27 1 21
/ ckp(z) de = / cos(kz) de = —sin(kz)] =0
0 0 k 0
27 27 1 o 1
/ se(z) do = / sin(kz) dz = —~ cos(ka)| " = 2(1—1) = 0
0 0 k 0 k

Damit folgt

2 2m
/ cp(z)si(z) de = / cos(kx) - sin(lx) dx
0 0 T~
art. Int. 1 |
part. tnt — sin(kx) - sin(lx) —/ —sin(kx) L cos(lx) dx
k Hv/_/ 0 0 k T
=0
l 2m
= 77/ sp(z)e(x) da
k Jo

Fiir [ = k gilt
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Analog folgt mit partieller Integration

/027T ck(x) 2/ dx

27 0 27
=k / ci da sz dx = / (1—ci(z)) doe = 27 — / ci(z) dx
0 0 0

27 27
= / ™ :/ s2(x) dz
0

Wenn k # [, dann folgt

Il
?r'\

27 27
/o cp(x)g(x) de = é/o si(z)s(x) dz

part Int. l2 2
= cr(x)e(x) de
0
2m
= / cp(@)g(x)yde = 0
0
Analog
27
/ )dz =0
0
2m
/ dx = 0.
0



