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Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmifiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen

konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (fn(x))nen
gegen f(z) konvergiert, d.h.

Ve >0 3IN =N(exz)>0s.d. |fulz)— f(z)<e Vn>N.

Beispiel 1.2. (a)

fa(2):]0,2] = R

2

n°x O§x§%
fa(@)=q2m—n*s ;<e<2.
0 2 <p<2

(fn(2))nen konvergiert punktweise gegen f(z) = 0 Va € [0, 2]
x=0: er(O) =0= f<0)
O0<x<2:Vn> %,fn(x):O:f(:E)

(b) fal(z)=2", fn:[0,1] = R.

(fn(l’))neN H4OO> .’)3) _ {1 falls z =1

punktweise 0 falls0<z<1’

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N = N(e) sd. |fn(z) — f(x)]<e Ve Dundn > N.
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Abbildung 1.1: f,(x) = 2™ und ihre Grenzfunktion

Bemerkung 1.5. Ve > 0, 3N = N(¢), ¥n > N gilt
graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f := {(z,y) € D xR | |y — f(x)] < €}.
Beispiele 1.2 (a) und (b) nicht gleichmé#Rig konvergent, zu (a): Fiir e = 1 gilt |f, (3) — f (3)] =

0.5+

0.2

-0.2 02 04 06 08 1 1.2 051+

Abbildung 1.2: Links: ,,e-Schlauch”, Rechts: 1.2 (b) nicht gleichméRig konvergent

n > %
Beispiel 1.6. f,: [0,2] = R, f,(z) := +sin (27n - z) konvergiert gleichméfig gegen f(z) = 0.
n—oo

|sin(2mn-z)| <1 Vex € R = fu,(zr) —— 0 Vz €0,2] = punktweise Konvergenz.

Sei nun € > 0, dann IN € N mit % < €. Damit folgt

1
Vn>N |fa(z)] < N <€ Vo = gleichmifige Konvergenz.

Bemerkung 1.7. Konvergiert f,: D — R gleichmifig gegen f: D — R, dann konvergiert f,
punktweise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.2 (a) und (b).
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Satz 1.8 (GleichméRiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Essei D C Rund f,,: D — R
VYn € N stetig in D. Sei (fy,)nen gleichméRig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist
stetig in D.

(fri)neyn ——=— f = IN eNs.d. ¥n >N Ve D gilt |fu(z) — f(z)] <

gleichmfig

Beweis. Seien xg € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vr € D: [z —xo| <d = [f(x)— f(z0)] <.
€
3

fo stetig in 2o => 36 s.d. Vo € D gilt |z — 20| <6 = |fu(@) — fu(z0)] < g
Zusammen: Vz mit |z — o] < J gilt:

[f (@) = f(@o)| = 1f () = fa(@) + fn(x) = fn(z0) + fn(w0) = f(z0)]
|f(@) = fn(@)] + [ fn(2) = fu(zo)l + [fn(z0) — f(z0)]

€ e €
3 3 3

€.

IN A

1.2 Der Funktionenraum C|a, b]

Definition 1.9 (Maximumnorm ||-||«). Es sei D ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall
I =[a,b] und f: [a,b] = R (oder C) stetig. Dann

[flloo := max{|f(z)| | z € [a, b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a,b] beschrénkt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (|| || und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a, b] — R stetig.
Dann gilt
(1) (fn)nen konvergiert gleichmifig gegen f: [a,0] = R <= ||fn — flloo = 0, n = o0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichmifig auf [a,b] <= Ve > 0 IN; € N,
s.d. Vn,m > Np gilt || fr — finlleo < €

Beweis. (i) ,, = ": Sei ¢ > 0. Dann 3N € Ns.d. |f,(2) — f(z)] < § Vo € [a,b] und Vn > N.
Damit folgt:
€ n— 00
max a(e) = @I = o = Tl < § < = 1=l 22550

n—oo

» <" Sei € > 0. Wegen ||fn, — flloo —— 0 IN € Ns.d. ||fn, — flloc < €Vn > N.Damit
folgt Vn > N und Vz € [a, b]

[fn(z) — f(z)] < m[ayl;?] |[fr(x) — f(@)| = | fn — flloo < € = gleichméfige Konvergenz.
xE|a,
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(i) ,, =7 (fn)nen konvergiert gleichméRig auf [a,b], d.h. 3f : [a,b] = Rs.d. f, 1 n;)ooig f
gleichméRig
Sei € > 0, dann 3Ny € N s.d. |fn(z) — f(z)] < § Vn > Ny und Vz € [a,b].
Damit gilt ¥Yn,m > Ny und Vz € [a, b]:
€ € €
Fnl@) = )] < () = F@) +17@) ~ fmlo)l < S+ 5 = 5
€
= mrél[%}i] |fn(x) - fm(x)‘ = ||fn - fm”oo < ) <e Vn,m > Ny.

» <=":Sei € >0, dann 9Ny € N| s.d.
€
[fu(@) = frn(@)| < fn = finllow < 5 Vmym = No Ve € [a,0].
= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.

= (fn(®))nen konvergiert
= Definiere f(z) := lim, o0 fn(2), = € [a,b].

Dann gilt ¥n > Ny, Vz € [a, b]:
|[fu(z) = f(x)] = lm |fn(z) — fm(2)] < g = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0

O

Bemerkung 1.11. || - || erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) Ifllcc =0 = f(x) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) [laflloe = || - [| f]loo, @ € R (Homogenitét)

(N3) [IF + gllee < flloo + lglloc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C'a, b] definiert durch
Cla,b] :=={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f|loo ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstandigkeit). Der Raum Cfa, ] ist vollstdndig beziiglich gleichméfiger Kon-
vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C|[a, b] besitzt einen Limes in Cla, b]

Beweis. Rannacher O
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1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f,, — f, gilt dann auch [” f, — [* f?

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] —

n—oo

R mit || fn — flleo — 0 (gleichméfige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-
integrierbar und

lim fn da:—/ f(z dm—/ lirrgofn(x)dx

n—o0

n—oo

Beweis. f, e f = f stetig = f Riemann-integrierbar.
gleichmalsig
Es gilt
b b b
[ e [ s = | [ - s@nis] < [ 10wl < mas 1) - 5621

:”fn - f”oo (b - CL)
—_———

n— 00 beschriankt

—0

O

Satz 1.15. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe ), f,, konver-

giere gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (ZTJLO frn)nen sei gleichméfig
konvergent. Dann gilt:

)= an(x) YV € [a,b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/f dw*Z/fn

/an d:c—z/ fula

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig —> Zﬁfzo fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (Zﬁ;o fn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

x) = an( ) stetig = hm (Z folx ) gleichméRiger Limes.
n=0
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Es gilt

/an dx—Z/fn da:+/ Z fa(z

4 pn=N+1
Die Reihe konvergiert gleichméfig, d.h. Ve > 0 3N, € N, s.d. VN > N, gilt

/an%:an x)dz| <e-(b—a)
/Qan d:vfn 0/ fu(z)dz| <€

o b
~ [ an )iz — lim O/G oz =3 [ ooy

Korrolar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei > a,(z—z¢)" eine reelle Potenz-
reihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert >~ a,(z — )" in jedem Intervall
[xg — r,x0 + 7] fiir 0 < r < p gleichméfig und fiir [a,b] C |xg — p,x0 + p[ gilt

b oo oo a b
n o n n+1
/a ngzo an(x — x0)"dx = nE:O s 1(9& — )

a

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir |x — 2| < r ist zu beweisen: Fiir |z — xg| < 7,
r < p gilt:

0o N e’}
Zan(xf:co)" — Zan(:vfxo)” = Z an(x — x0)"
n=0 = oo n=N+1 o
|lz—zo|<r 2
> lanlor”
n=N+1
(x) & "
2y (G5)
n=N+1 p—€
0o n
_ Z T N—oco 0
p—€ geometrische Reihe ’
n=N-+1. ,
<1
. _ 1 - . n 1
(*).p—m,r<p—6furelne>0 — ENOEN, s.d. \/|an| < ;anNO O

Jetzt: Fourier Analysis!
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1.4 Der Funktionen-Raum R]a, b]

Definition 1.17. Eine f: [a,b] = C, [a,b] C R heift Riemann-integrierbar auf [a, b], falls
Re(f) und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x) dz := /abRef(x) dx—i—i/ablmf(x) de.

Bemerkung 1.18. 1. Analog: Definitionen von uneigentlichen Riemann-integralen fiir kom-

plexwertige Funktionen

2. Die Rechenregeln f+r das reelle Riemann-integral {ibertragen sich auf komplexwertige In-

tegrale, insbesondere gilt:
b b
/ f(z) da = / (Ref(z) —i-Imf(z)) dx
a (lb b
:/ Ref(z) dz —i/ Imf(z) dz

= /abf(x) dz.

Definition 1.19. Eine Funktion f: [a,b] = K (K = R oder K = C) heift stiickweise stetig,
falls
1) fin [a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschréinkt ist.

2) in jeder dieser Unstetigkeitsstellen & € [a, b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte
= 1i +h).
F(s = Jim F(€£0)

existieren. Fiir £ € (a,b) wird

ey o= L4 168)

gesetzt.

Bemerkung 1.20. Stiickweise stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Die Menge der in diesem Sinne auf [a, b] stiickweise stetigen (Riemann-integrierbaren) Funktionen

bilden einen Vektorraum RJa, b].

Definition 1.21. Wir definieren

b
(f,9) = / f(x)g(z) do (;5esquilinearform”).
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Dies ist wohldefiniert da fiir f, g € R[a,b] das Produkt f(z) - g(z) € R[a, b] ist.

Definition 1.22 (Skalarprodukt). Sei V' Vektorraum iiber K. Die Abbildung < -,- >: V x
V' — K heiftt Skalarprodukt auf V', falls Vu,v,w € V und «a € K gilt:

(S1)

v,u) = (u,v) (Symmetrie, hermitesch falls K = C symmetrisch falls K = R)

v, au) = a(v, u)
v, u+ w) = (v, u) + (v, w)
(v +u,w) = (v,w) + {u,w)

(
) {av,u) = alv,u)
(
(

(S3) Positivdefinitheit: (v,v) >0
(w,0) =0 <= v=0

Bemerkung 1.23. Auf R[a,b] besitzt (-,-) die Eigenschaften eines Skalarprodukts, denn es gilt
VO‘>6 S Ca Vfag € R[a7b]a fla f2 S R[avb]: 91,92 S R[a7b]:

(1) (afi + Bfa, g) = (af1,9) + (Bf2,9) = a(f1,9) + B(f2, 9)
(2) (f7 agi + ﬂg2) = (f7 agl) + (f7 692) = a(.ﬂ gl) +B(f7 92)

Z/lbf-gdx:Abde:/al)de:M:M
f):/abffd$=/ab|f(a?)|2dx20

(5) Aus (4) und der Definition von Rla,b] folgt: (f, f) =0 = f =0 auf [a,b)].

(-,+) wird auf R[a,b] L?-Skalarprodukt genannt.

Lemma 1.24. Fiir ein L?-Skalarprodukt (-,-) auf R[a,b] gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-

chung;:

Beweis. 1) Falls g = 0 gilt trivialerweise

(F 9P =0=(f, 1) (9,9)-

2) Falls g # 0, sei a € K beliebig

0<(f+ag, f+ag)=(ff)+alg,f)+alf,g)+a algg)
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Setze a := — Eg’gg = (g f) . Dann gilt
(L9 (g.)  (9.0)-(f.9) , (.99, f)g:9)
=0D="0) 09 T (099
_ (f,9)(g,.f)
== )
_ (f,9)(f,9)
==
_ i p 9l

= 0< (£, )(g,9) = (f,9)]*.

Definition 1.25 (L?-Norm). Das L2-Skalarprodukt (-, ) induziert die L2-Norm auf R|a, b]

mit
1A= [ fllz2 = (£, f) 5‘=</ f- fdx)

Bemerkung 1.26. Normeigenschaften von L? auf R[a,b] sind erfiillt:

(N1) Definitheit: || f|| =0 = (f,f) =0 = f =0 auf [a, b]
(N2) Homogenitéit: |af[| = (af,af)* = (|al*(f, [))% = |a| - [|f]
(N3) Dreiecksungleichung;:

If+gll=(f+g, f+g)%

— (12 + (Fr0) + (9. ) + ||g||2>%
Csu 2
LI + 2051l + 1gl?)

— 1£1+ llgll-

Definition 1.27 (Konvergenz im Quadratischen Mittel (L?-Konvergenz)). Seien f, €
Rla,b],n € N, f € Rla,b|. f, konvergiert gegen f im Quadratischen Mittel f, n;>—2L>o>7 wenn
gilt

Il fn = fllzz === 0.

Das heifst, dass die quadratische Abweichung zwischen f,, und f gegen Null konvergiert:

/ ‘fn - ‘2 mo

Bemerkung 1.28. (1) Es gilt:

b
I = 11 = [ 15a(@) = F@P do < 10 = S0~ 0)
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Damit folgt

n— oo n— oo

an_f”oo—)() = an_f”LZ —— 0.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: f,(z) := 2", z € [-1,1]

1| —n=1
—n=2
n=3
05|
1 —05 05 1
—0.5 |
N P ;

Abbildung 1.3: Links: f,,(z) = 2™, Rechts: f(z) Z0

2 ! 2nd 2 ' 2nd 2I2n+1 ! 2 n=oo O
‘|fvz||L2—[lx T = /Osc o1l 2041 '

n—oo

Aber wegen f,(1) =1 fiir x = 1, n € N, konvergiert f, nicht punktweise gegen f =0 und
wegen fn,(—1) = (—1)",n € N,z = —1 konvergiert f,, nicht.

(2) Der Raum Rla,b] mit L?>-Norm | -|| ist nicht vollstéindig, d.h. es existieren Cauchy-Folgen

in RJa,b], die keinen Grenzwert in R]a, b] haben. Beispiel: siche Abb. 1.3 (Rechts). Hier ist
f(@)#0,z€[a,b].

b
/ F@)? dz =0 = | ] e,
aber f(x) ¢ Rla,b], denn

_ limh\"o f(f + h) - lith\,‘() f(§ - h)
7€) #0 = . -

Definition 1.29 (Orthogonalitit). f,g € R[a,b] heifen orthogonal, wenn gilt (f, g) = 0.
Eine Teilmenge S C R[a,b] heift Orthogonalsystem, wenn alle Elemente aus S paarweise

orthogonal sind, d.h.

e Ifill> i=j .
(fufg)—{O P2 Vfi, fj € S.
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Satz 1.30. Die trigonometrischen Funktionen, fiir k,l € N

Ck(w)::{1 k=0

cos(kxz) sonst

si(x) := sin(lx)

bilden auf R[a,b] beziiglich des L2-Skalarprodukts ein Orthogonalsystem und es gilt
2 27 2m
/ cx(x) de = / si(z) doe = / ck(x)s(x) de =0
0 0 0
2
/ ck(z)e(z) de = mog
0

27
/ sk(x)si(z) de = moyy
0

Hier sei
1 =
= k=l Kroneckersymbol.
0 k#I
Beweis.
27 27 1 21
/ ckp(z) de = / cos(kz) de = —sin(kz)] =0
0 0 k 0
27 27 1 o 1
/ se(z) do = / sin(kz) dz = —~ cos(ka)| " = 2(1—1) = 0
0 0 k 0 k

Damit folgt

2 2m
/ cp(z)si(z) de = / cos(kx) - sin(lx) dx
0 0 T~
art. Int. 1 |
part. tnt — sin(kx) - sin(lx) —/ —sin(kx) L cos(lx) dx
k Hv/_/ 0 0 k T
=0
l 2m
= 77/ sp(z)e(x) da
k Jo

Fiir [ = k gilt
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Analog folgt mit partieller Integration

27 27
/o ck(z)e(z) de = é/o si(z)s(x) dx

2 27 27 27
=k / cidx:/ sidx:/ (1—ci(x))da::27r—/ ci(z) dx
0 0 0 0
2m 2m
= / ci(z) diL':’IT:/ s2(x) dz
0 0
Wenn k # [, dann folgt
2m 2m
/ cp(@)e(x)de = f/ sk(x)s(z) do

0 k Jo

part. Int. 12 2
= 2 cr(z)e(z) de
0

1.5 Fourier-Entwicklung

Definition 1.31 (Periodische Funktionen). f : R — K heifit L-periodisch (L > 0) falls
flx+L)=f(z),Vzr e R(= f(x+kL)= f(z), Vk € Z). Sei f periodisch und p > 0. Fiir
. L

p

flx)=f ( x) gilt dann f : R — K ist p-periodisch

Variablentransformation

Beispiel 1.32. p =27

Flo+2m) = f (fﬂ(w + 27r>> —f (QLWHL) fiper g (jﬂx) 7

Hier betrachten wir deshalb nur 27-periodische Funktionen f : R — K. Weiterhin betrachen wir
Funktionen f : [0,27] = K, f € R[0, 27], 2n-periodisch.
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Beispiel 1.33 (Trigonometrische Polynome). Fiir ax, by € C betrachte

fulx) = a?o + Z(ak cos(kx) + by sin(kz))
k=1

n . %(ak — ibk;), k = 0

= Z cpe™® mit ¢ = QL k=0

k=—n %(a_k + ib_k), k<0

(#) : cos(z) = 2 (€7 + €%, sin(z) = (¢ — &)
COS$—2€ e ,Sln.’II—2i

Fiir ay, by, k > 0 ergibt sich ar, = ¢ + c—k, by = i(cp — c—g).

Bemerkung 1.34. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so kann man die Koeffizienten ay, by, cx
durch Integration ausrechen, d.h. ay, by, ¢ sind eindeutig.

2
ay = 1 () cos(kx) dz, k>0
T Jo
1 27
b, = — f(z)sin(kz) de, k>0
T Jo
1

2m
Cr = oo ; f(x)e™™** dz, keZ

1 )
= 27(.]07 e*®),  Ly-Skalarprodukt
™

Beweis. Sei zuerst 0 # A € R.
b

b b
/ e dy = / cos(Ax) dz + z/ sin(Az) dz
b b

1 1
= —sin(A\x)| — —icos(A\x)
b

a

= %(cos()\x) + isin(Az))
i

a

1 AT

2
:/ e dr=0 Vkez\{0}
0

Dann ist

27 2
/ oik1@ g—ikaz qp. _ / oilki—k2)z g, _ 0, falls ki # ko
0 0 271', fallsklzkg(: klszz())



16 KAPITEL 1. FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN
= Behauptung fiir ¢;. Fiir ag, by gilt

1, . .
o= [ H@E () dem et = b
™Jo

Bemerkung 1.35. Obige Formel gilt auch fiir

(oo}

24 Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) = Z cre'™®

2
k=1 k=—o0

fx) =
falls die Reihen gleichméfig auf [0, 27] konvergieren.

Frage: Hat jede 27-periodische Funktion die Form Y ;_ cxe™* oder kann man sie durch trigo-
nometrische Polynome approximieren? = Motivation fiir Fourier-Reihen.

Definition 1.36 (Fourier-Reihe). Sei f € R|a,b] 2m-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten
von f sind gegeben durch

1 27

:%0

Fla)e™ ™ dr = o (f, %)

Die (formale) Fourier-Reihe von f ist
o0
Z Ckeikm
k=—oc0
mit der n-ten Partialsumme
5()_5nfa che
k=—n

Die Fourier-Reihe 1afit sich in der Form schreiben

0
5 + Z ay, cos(kx) + by sin(kx))
k=1
wobei

1

ap = — f(z) cos(kzx) d
T Jo
1 27

b, = — f(z)sin(kz) d
T Jo

Satz 1.37. Sei f € R[a,b] eine 27m-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten
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¢k, k€ Zund s, = Zzzl cre™™ . Dann gilt fiir alle n € N
n
2 2
If = sal® =117 =27 > el
k=—n
Beweis. Notation e, (x) = ¢™*
27 27
) . 2 k=1
(ex,er) =/ einze” F dx :/ ilk=bz qp — T
0 0 0, k#I
1 °n —ikx 1
=y [ @A = (fe) = (fe) = 2na
(f,sn) = Z (frcker) = Y @(fex) Z TR2mey = 2 Z lex?
k=—n k=—n k=—n k=—n
SmSn CckCr - (ek, e
lex|? 7{0. kAL
o \em k=1
Dann
If— Srz”2 =(f =80, f —5n)
= (faf) - (fasn) - (Sn7f) + <3n73n>
=f17=2m > Jerl—2m Y el +21 > ekl?
k=—n k=—n k=—n
n
=7 =2m Y Jel?
k=—n
O

Satz 1.38 (Besselsche Umgebung). Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Funktion mit
Fourier-Koeffizienten ci, k& € Z. Dann

n
3 lim Z e
n—oo
k=—n

und

Z |Ck| _ hm Z |Ck|2 Hf”

k=—o0

Beweis. Aus Satz 1.37
2 2 2
2 Y el = NP = [1f = sall* < Il
—_———

k=—n >0
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Die Konvergenz folgt unter Beachtung der Monotonie und Beschrinktheit der Folge

n
D lenf?

k=—n

O

2
Bemerkung 1.39. Sei f € R[0, 27| 2r-periodisch und || f — s, | L 0, n — oo, d.h. die Fourier-
Reihe konvergiert gegen f in L?. Das ist nach Satz 1.37 fquivalent zu

n oo
2 . 2 2
I = 2m Jim 3 fuf? <2 37
=—n

k=—o0

Frage: Unter welchen Bedingungen fiir f gilt die Parsevalsche Gleichung

o0
2
I =2 > el

k=—o00

mit den Fourier-Koeffizienten c;.
Ziel: Zeige die Parsevalsche Gleichung fiir die Fourier-Koeffizienten ¢y, {ex = €** k € Z},
f € R[a,b] = Konvergenz der Fourier-Reihe in LZ.

Lemma 1.40. V¢ € R\ {27k|k € Z} gilt

" Cosin((n+3)t) 1
kzzlcos(kt)_ osin (3t) 2

Beuweis. cos(kt) = 5 (e’ 4 e~kt)

1 < 1 «
= 3 + Zcos(k’t) =3 Z etk
k=1 k=—n
1 2n
_ —_—int ikt
- 26 Ze
k=0
——

geometrische Summenformel

L il e

2 1—eit

1e—int _ e(n-‘rl)it
=T

Erweitern 1 6i(n+%)t — efi(nJr%)t

- 2 eizt _ o—izt
_ Lsin((nt5)1)

2 sin(3¢)
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Lemma 1.41. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt fiir x € [a, b]
und s € R

R = | " f(y)sin(sy) dy

konvergiert gleichméfig gegen 0 fiir |s| — co und z € [a, b].

Beweis. Sei s # 0.

Fue) = [ f(wsintsy) dy "2 f(y) S cos(sy)| + [ costsn) ()

f f stetig auf [a,0] = IM > 0,s.d. |f(y)| < M,|f(y) < M mit y € [a,b]. Dann gilt
|Fs(z)| < % + FM‘ -(b—a), Yx € [a,b]. Also konvergiert |F,(x)| gleichméfig gegen 0 fiir |s| — oo

und z € [a, b]. O

Lemma 1.42. Es gilt 5% = >7° %km) fiir 0 < z < 27 mit gleichméfiger Konvergenz

auf allen Intervallen [6, 27 — §] fiir § > 0.

Beweis. Aus Hilfslemma 1.40 folgt fiir 0 < x < 27 und n € N

n

> —Sm;’”) =3 / " cos(ky) dy
k=1 k=1YT
= /x <Zcos(k:y)> dy
T \k=1

Lemma 1.40 * [ sin ((TL + %)y) 1
= eIy 5| W
- 2 sin (iy) 2
T o3 1
_ / sin ((n +12)il/) dy—l
-  2sin (§y) 2

=:F,(z)

(z —m)

Z.7.:. F,(x) konvergiert gleichméfiig gegen 0 fiir n — oo. Die Funktion f(y) = % ist auf
2

2sin
dem Intervall [4, 27 — 0] stetig differenzierbar, weil § # 0 auf [4, 2 — 4], sodass aus Hilfslemma,

1.41 folgt
z 1 1 glm.
Fﬂ = - .si — d —
(@) / 2sin (%) Sm((’”?)y) v

fiir n — oo und z € [, 27 — 4]. O

Lemma 1.43. Die Reihe

>, cos(kx r—m)? 7
S cosllz) _ (=)

k
k=1
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konvergiert gleichméfig Vz,0 < x < 2x. Insbesondere gilt fiir x =0

> w=%

k=1

Beweis. Lemma 142 = Vr,y € (0,27r)

(= _477)2 / nlUpY

fest  (z — )2 . cos(kx)
%T:Z 12 +C Vx e (0,27),C konst
k=1

Die Reihe Y 72, COS(M) konvergiert gleichméRig auf [0, 2] mit Majorante > - ; 7. Bestimme
die Konstante C"

[ [ (g ) ¢

k=1
s} k 27 3
Z/ cos( w)d+ CdzZ —C-2r
= Jo 0 6
=0
2
T
c="
12
o0
cos(kx) (z—m)? 72
; 5 1 5 *E€02m)

Fiir x = 0 oder x = 27 folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind
auf [0, 27] O

Lemma 1.44. Sei f Treppenfunktion, f € R[0,2n], 27 periodisch. Dann s, — f in
n—roo

L?[0,27], d.h. Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Zunichst Spezialfall
1, O<z<a

falz) =<05, z€{0,a}
0, 0<ax<2m
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Es gilt || full3> = 02“ |fol? dz = [ 1 dz = a.

fa(x)
1,_ R [
05 e e o e o
a 2m2n +a drdm +a

Fourier-Koeffizienten:

21
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Fiir k # 0 gilt

1 ) )
2 —ika ika
|ck| :m(e —1) (e™ —1)
—1—eika_g—ikaq
1 ) eika +e*ika
2m2k2 2
1
= 5352 (1 — cos(ka))
= 2 a? - 2 2
3 e = gz + 3 (leoal? +lenl)
k=—o0 ~~— k=1
ag
cos(— ka) cos(ka) a? > 2
ye + Z T (1 — cos(ka))
k=1
a Il a1l 1
=it E)m Zcos(k:a)
= k=1
—— | —
_n2 _(a=m?2 x2
G - 4 12
_a? N 1 (a—7)?2 1
 4r2 472 12
_*
T or
o0
= 2 Y el =a=|lfallr
k=—o0

S tz 1.37
= Hfa_sn(fa)nm = Hfa| -2 Z |Ck|2 tol

k=—n

Sei f € R[0, 27| eine beliebige 2m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen
€(0,2r) j=1,...,1
Jede Treppenfunktion f lafst sich schreiben als

Zd faj ),z € [0,27]
Spezi-lalfunktlon (als fo(z))
fa, Spezielle Treppenfunktion mit Sprungstelle a = a; und f,,(z) € {0,1} Vj,z # a;. Dann

| fa; = sn(fa,)]| L, 0,n — oo. Betrachte

l
f) = Zdjsn(faj)

und
l
If = su(F) = ;dxfaj— n(fa) <Z|d|||fa,—sn<faj>||io7n%oo

—0
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O

Satz 1.45. Sei f € R[0,2n] eine 2m-periodische Treppenfunktion. Dann konvergiert die
Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Parsevalsche Gleichung
(sog. Vollsténdigkeitsrelation)

1 27 oo
o [ @R A=Y laP
\0 _ k=—o00
=717

Beweis. O.B.d.A. sei f reellwertig (sonst werden Real- und Imaginérteil getrennt behandelt) und

|f(z)] < 1Vx € [0,27] (sonst betrachte f(z) := %, M = sup |f(x)]). Sei & > 0. Dann gibt
z€[0,27]
es zu € 2m-periodische Treppenfunktionen ¢, 1. : R — R mit Eigenschaften

“1<p.<f<t<1

und

1
_ < g2
mg[l(%gir] |w5(1') (p6| - 167’(’6

Konstruktion von ¢., 1. siehe Rannacher. Dann,

f = @el* < e — @e|* < (el + l0el) (e — ) < 2(vhe — pe)

lype|<1
|SDE|<1
und
9 27 9 27 62 82
I1F el = [ If—ePdoze [ we-p)de<a =
0 0 v 4

Weiter gilt: . Treppenfunktion 22, Fourier-Reihe von ¢ konvergiert gegen ¢. in L2, d.h.

Ve > 03n.: Vn>ne: |lsn(pe) — @e| <

| ™

Aus Satz 1.38 folgt
2
€
I(F = pe) = sn(f = @)l < IIf —ell® <

Dann gilt Vn > n,

1 = sn (O = Ilf = sn(f — ©e) = sn(pe) — 0= + |l

H(f - 906) - Sn(f - <P6)H + ”(ps - Sn(QDs)H
13 13

273

13

IN N

— sn(f)L—2>f,n—>oo
O

Bemerkung 1.46. Konvergenz in L? ist ,sehr schwach® Fiir ,glattere“ Funktionen konvergiert
die Fourier-Reihe gleichmifig.
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Satz 1.47. Sei f : R — C 27-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar, d.h. 3
Unterteilung von [0, 27]
O=to<ti1 < - <ty =27
mit f | 5] ist stetig differenzierbar fiir j = 1,...,m. Dann konvergiert die Fourier-Reihe
[ti—1

von f glelchméiféig gegen f.

Beweis. f stetig = f € R[0,2r] == Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f in L2
2
d.h. ||sn( )= fIl &5 0, n — oco. Betrachte ¢ : R — C,d(z) = ¢;(x), & € (tj_1,t;), ¢; :

[tj—1,t;] — C stetige Abbildung von f’[t . Definiere ¢ in ¢; entsprechend (moghch da ¢
eine stiickweise stetige Funktion ist). Deﬁmnltlon von R[0,27r] = ¢ € [0,2nr] = Fiir die
Fourier-Koeffizienten von ¢ gilt: 7y, = 5= 027T P(x)e”™* dz und 3,5 > = 5= ol
Berechne Fourier-Koeffizienten ¢, von f
- %f( e~k d
Cp = 271_ i
part.I:ntegr‘ if(.%‘)l e_ikm 27 _i f ( ) —ikx dz
2m k | O, 2«
=0 ¢(x)
_Z 27 e
. —ikx d
=g [ 9 x
—i
L Vi

1
= |cx| = Eh/k‘

Es gilt o 8] < 3|a|? + 3|8]?, da Quadrate grofer 0 sind

11wl

<

—2k2 + 2

= Z |Ck|§§ Z 5 Z |y|* < o0
k=—oc0 k=—oc0 k=—oc0

— Z |ck| absolut konvergent
k=—oc0

= Z crpekT
k=—oc

Fourier-Reihe von f
konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion g, die stetig ist. Also s,(f) LLLEN g, n — 00, =
2 2
sn(f) L, g, n — oo. Andererseits s, (f) L, fyn— oo
= If—gllp2=0
= f =g, weil f und g stetig sind

- Sn(f)%f,n—)oo



Kapitel 2

Der n-dimensionale Zahlenraum K"

2.1 Der euklidische Raum K"

T

Bemerkung 2.1. K" bezeichnet den Vektorraum der n-Tupel x = | : | ,x; € K,i=1,...,n,
Tn

T1+Yy1

axq
n € N mit Addition = + y = < ) und skalarer Multiplikation o - x = ( : ) ,Va € K.

Tn+Yn ATn

Definition 2.2. Sei X irgendeine Menge.
Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R, (z,y) — d(z,y) mit folgenden
Eigenschaften:

M1 (Definitheit) d(z,y) > 0, d(z,y) =0 x =y

M2 (Symmetrie) Va,y € X gilt d(x,y) = d(y, ).

M3 (Dreiecksungleichung) Vz,y, z € X gilt d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X mit einer Metrik d. Man nennt
d(x,y) auch den Abstand oder die Distanz von x und y.

Beispiel 2.3. (1) X =R oder C mit d(x,y) := |z — y| ist ein metrischer Raum, denn:
M1 folgt aus |z| =0« x =0, |z| >0,
M2 folgt aus [z —y| = [ = (y — ) = [y — «],
M3 folgt aus d(z,y) = |z —y|=|lx —z4+z—y| < |z — 2|+ |z —y| = d(z, 2) + d(z,y).

(2) (induzierte Metrik) Sei (X, d) metrischer Raum und A C X. Die induzierte Metrik d4 auf
A ist definiert durch dy : A x A — R, da(z,y) == d(z,y), Vz,y € A. Dann wird (A,da)
zu einem metrischen Raum.

25
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(3) (triviale Metrik) Sei X eine Menge. Die Triviale Metrik wird definiert durch:

d(z,y) = 0, firz=y
W= 1, firz#y

(4) Weiteres wichtiges Beispiel: metrische Rdume entstehen aus normierten Vektorrdumen.

Definition 2.4. (normierter Raum) Sei V irgendein Vektorraum iiber K (K = R oder
K = C). Eine Abbildung |-|| : V' — R heifst Norm (auf V), wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

N1 (Definitheit) ||z >0, ||z|| =0< 2 =0.

N2 (Homogenitét) ||ax| = |af - ||z] , o € K.

N3 (Dreiecksungleichung) ||z + y|| < ||z]| + [|y]|-

Das Paar (V, ||-||) heifit normierter Raum.

Bemerkung 2.5. (Norm ~» Metrik) Sei (V,||||) ein normierter Raum. Dann ist d(z,y) =
lx — y|| ,Vx,y € V eine Metrik auf V.

Beispiel 2.6. Normen in R".

1) Euklidische Norm ||z|, = />, z7.
2) Maximumsnorm oder £*°-Norm: ||z| = max;—1 ., |2;|.

3) (*-Norm: ||z||, = 37", |zl
4) ¢P-Norm: [|z|, = YD P

Definition 2.7. Eine Folge (z(*))en, 2(®) € K, heift

(1)
(2)
3)
(4)

i) beschrinkt, falls Vz(*) € Kr(0), Kr(0) eine Kugelumgebung von 0 mit Radius R.

K, (0)={zeK"| ||z —al <7}

ii) Cauchy-Folge, wenn Ve > 0,3N, € N sodass Vk,l > N_ gilt: H:U(k) —2® HOO <e.

iii) konvergent gegen ein x € K", wenn ||z®) — z||_ — 0 fiir k — oo.

geometrisch: jede Kugelumgebung K. (z) enthilt fast alle Folgenelemente z(*) enthélt
(d.h. alle bis auf endlich viele).

Bemerkung 2.8. Offenbar:

Hx(k)—mH — 0,k — o0 &
o0
xgk) —x; hoge 0,2=1,...,n.

()

Das heifit lim,, o ;"’ = z; (komponentenweise Konvergenz in R oder C)
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Satz 2.9. (Satz von Cauchy und Satz von Bolzano-Weierstraf)

1) Jede Cauchy-Folge in K™ konvergiert, d.h. der normierte Raum (K™, |-||,,) ist voll-
standig. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banach-Raum genannt.

2) Jede beschriankte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1) Sei (¢¥))en eine Cauchy-Folge, d.h. Ve > 0,3N., Vk,l > N, gilt [|z®) — 2| <

(k

e. Betrachte Komponentenfolge (x; ))keN,i =1, ...,n. Die Komponentenfolgen sind Cauchy-
Folgen, weil

’xﬁk) _%(l)’ < wa) _mu)H <eVk,1>N.Vi=1,..,n.

%

z1
= limp_, M = z; = z®) g - ( : ) in /o, Norm.

Tn

2) Sei (z(");cn beschrinkt = (xgk))keN,Vi =1,...,n auch beschrénkt

(k1,5) (k) (k1,5) J—0

Bo-Weo in Kog existiert eine konvergente Teilfolge (x;""7’)jen von (z7 ' )ken mit 3 — w1,
nach n Schritten haben wir Teilfolgen (w%k"”j)) jeN von (xSZ“ )) ren fir die alle Komponenten-

(ki s) iz x;,Vi = 1,...,n. Daraus folgt (z*7) gy

folgen konvergieren (z; "7’) en

O
Satz 2.10. (Aquivalenz von Normen) Sei K" ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann
sind alle Normen dquivalent zur Maximumsnorm (), d.h. zu jeder Norm ||-||,3m, M >0
sodass
mzll <zl < Mzl = e K™
Beweis. Sei ||-|| irgendeine Norm. Vz € K", = >}, z,e®), wobei e®) k = 1,...,n die soge-

Ok,1
nannte euklidische Basis ist: e(®) = ( : )

519-,71,
Dann:

n
lall < 3~ foel - [
k=1
n
k
<32 e ol [ < 01 e

Wobei M = 31_, [[e®]].
Setze
Sy ={zeK"| ||z||, =1}, m=inf{|jz| |z € 51} >0.

Es gzz.: m > 0. Annahme m = 0. Dann existiert eine Folge (z*)ien, ) € S;, sodass
[El "2, Aus %) € S, folgt (")) cn ist beschriinkt in der £o-Norm. Dann impliziert der
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Satz von Bolzano-Weierstra: es existiert eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. (z(®) "2 2 in

der /.-Norm, dann:

@] = lella| < 2% = 2| = N= 2l =T 0 = Jzl =1 = we S
o0 oo

=1 i

=1zl
Anderseits:

ol < [fo =]+ [ < a1 o =@+ o =50

= |lz||=0 = z=0.

Widerspruch zu = € 51, also m > 0. Dann fiir = # 0 ist Vektor W € 51 und m < ‘HIH (nach

2]l oo

Definition von m) und 0 < m - ||z < ||z, = € K™ O

Korrolar 2.11. Auf K" sind alle Komvergenzen in irgendeiner Norm dquivalent zur Kon-
vergenz in der {,-Norm. (= komponentenweiser Konvergenz)

Bemerkung 2.12. Obiger Satz gilt nicht fiir unendlich dimensionale Raume (wie z.B. C|a, b], R|a, ]).
Die endliche Dimension von K™ ist entscheidend.

2.2 Teilmengen in K" (Topologische Grundbegriffe)

Bezeichnung: ||-|| irgendeine Norm.

Definition 2.13. (e-Kugel, e-Umgebung) Sei a € K™, r > 0.
(1) Dann heift K, (a) = {x € K" | |la —z|| < r} die offene Kugel um a mit Radius r
bzgl. |||

(2) U C K™ heift Umgebung von a € K", falls 3¢ > 0 mit K.(a) C U. Insbesondere ist
K. (a) selbst eine Umgebung von a, eine sogenannte e-Umgebung von a.

Definition 2.14. (offene Menge) Eine Menge O € K" heift offen, falls O eine Umgebung
jedes Punktes aus O (x € O) ist, das heift Vo € O,3e > 0 mit K (z) C O.

Beispiel 2.15. (1) |a,b[C R ist offen (a < b,a,b € R), weil: sei & €]a,b[, definiere € =
min{|a — z|,|b — z|}, € > 0, die a < z < b, dann K.(z) Cla, b]

(2) 0 leere Menge ist immer offen, K™ ist immer offen

(3) Die Kugel K, (a) ist immer offen: sei z € K, (a), setze ¢ := r—||z — y||, dann K. (x) C K,(z),
weil: sei y € K (). Dann gilt

ly—al < lly—z| +lz—all<r—lz—af+z+al =7
——

<e=r—|z—yll
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Satz 2.16. (Eigenschaften offener Mengen) Es gilt:

(1) Sind U und V(C K") offen, dann ist U NV offen.

(2) Sei U; C K", i € I eine Familie offener Teilmengen. Dann ist auch |J U; offen.
i€l

Beweis. (1) Sei x € UNV. Dann Jey,e9 > 0 mit K., () C U, K.,(x) C V. Damit gilt fiir
¢ :=min{e1, e}, K.(x) CUNV. (Beachte: 0 ist immer offen.)
(2) Sei z € |JU;, dann 35 € I mit = € Uj.
i€l
Uj offen = Je > 0 mit K.(z) CU; = K.(z) € JU.
i€l

O

Korrolar 2.17. 1) Endliche Schnitte und beliebige Vereinigung von offenen Mengen sind
wieder offen.

2) (Beobachtung) Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen braucht nicht offen
zu sein. Z.B.

[=10,1]

S

1
f’l_*_
n

IDL:

] —

n=1

ist nicht offen, da K.(0) C [0,1],Ve > 0.

Definition 2.18. (Abgeschlossene Menge) Eine Teilmenge A C K" heift abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A€ := K"\ A offen ist.

Beispiel 2.19. (1) Fiir a,b € R,a < b ist [a, b] abgeschlossen, denn | — oo, a[U]b, co[= R\ [a, b]
ist offen, denn:

| —o0,a] = U]a—ma[ ist offen 1b, oco[= U]b,b—i—n[ ist offen.
neN neN

Satz 2.20. (Eigenschaften abgeschlossener Mengen)

(1) Sind V,U (V,U C K™) abgeschlossen, dann ist U UV C K" auch abgeschlossen.

(2) Sind U, (i € I) abgeschlossene Menge in K™. Dann ist [ U; auch abgeschlossen.
iel

Beweis. (1) (UcC V)= U° NV offen.
<~ =~

offen  offen
(2) (ﬂUi> = J U; offen.

i€l i€~~~

offen
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Beispiel 2.21. (1) Beliebige Vereinigung abgeschlossener Mengen muss nicht abgeschlossen

1 1
sein. Z.B. ]0,1[= |J [—,1 — —] ist offen.
neN n

abgeschlossen

(2) ® und K™ sind abgeschlossen.

(3) Ay C R™ und Ay C R"™ abgeschlossen, dann ist auch A; x Ay C R™ x R"2 = Rm+n2
abgeschlossen.

(4) Fiir a < b € Rist [a, b] weder offen noch abgeschlossen.
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