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0.1 Lineare Abbildungen auf dem K"

Definition 0.1 (Lineare Abbildung). Eine lineare Abbildung ¢ : K® — K™ heift linear,
falls Va.g € K gilt
plax + fy) = ap(x) + Bely) Yo,y € K"

Bemerkung 0.2. Eine lineare Abbildung 14t sich als Matrix darstellen. Betrachte z € K™ und
euklidische /kartesische Basis el i=1,...n. Dann 3! Darstellung von x beziiglich der Basis

T = Zn::cz e,
i=1

T
Die Koeffizienten x;,7 = 1,...n sind Koordinaten. Wir definieren Koordinatenvektor & =
Tp
Dann ist
o(x) = (Z T~ e(i)> = Z:Ez P (6(i)) .
i=1 i=1
©(x) hat auch eine (eindeutige) Darstellung bzgl. Basis in K™.
@) =Y ps(@) =D | S wigy () | e
=1y =1 \i=1
=¢;(x)
(*) Koordinaten von ;(x) bzgl. Basis e),j =1,...,m
p1()
Dabei sind die ¢;(z) Koordinaten und der Koordinatenvektor ist ¢(x) = ... |. Dann
om ()
erhalten wir eine Matrix
V1 (6(1)) e Q1 (e(")) air ... Qip
z =1 | =Aekmn
Om (e(l)) e POm (e(”)) Aml - Gmn

Fiir einen Koordinatenvektor beziiglich Basis e(/) gilt
n
Lp(x):(A;%)j:Zaija:i, j=1,...,m
i=1

Die lineare Abbildung ¢ : K™ — K" lisst sich beziiglich festgelegter Basen von K" und K™
eindeutig durch die Matrix A € K™*™ beschreiben.

o(x) = Az, r e K"

Im folgenden wird der Punkt = mit seiner speziellen kartesischen Darstellung & identifiziert.
Konvention: A € K"

o Anzahl an Zeilen m = Dimension des Bildraums K™



e Anzahl an Spalten n = Dimension des Urbildraums K™

Falls m = n definiert A € K™*" eine lineare Abbildung in K.

Lemma 0.3 (Lineare Abbildungen in K"). Sei A = (a;;)}'; € K"*". Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

1. A ist regular

2. Ax = b ist eindeutig 16sbar Vb € K™ (Bijektivitit der linearen Abbildung)

3. Az = 0 hat nur eine Losung x = 0 (Injektivitét)

4. Ax = b ist Vb € K" losbar (Surjektivitét)

5. Rang(A4) =n

6. det(A) #0

7. Alle Eigenwerte A € C von A sind ungleich Null

—T
8. Die (komplex) transponierte Matrix A~ ist regulér.

Weitere Begriffe und Eigenschaften

o A, A" € K"*" sind identisch (a;; = a;;Vi, j) & Az = A'z¥e € K®
e A, A" € K" gind dhnlich, wenn 37 € K"*" regular, sodass
A =T 'AT

Ubergang A — A’ heifit Ahnlichkeitstransformation und es gilt fiir z € C

det(A" — 2I) = det <T1AT - zT1T>
| — S——

Charakt. Polynom fiir A’ =l
Nullstellen = EW von A’

=det(TH(A - 2I)T)
AR =A AN 4UB) g0t (7=1) det(A — 2T) det(T)

det(T~1 dEtg):1:det(H))det(A _ Z]I)

char. Pol. von A

Ahnliche Matrizen haben also die gleichen Eigenwerte, aber im Allgemeinen unterschiedli-
che Eigenvektoren.

e 1 x n Matrizen A € K™*" bilden einen Vektorraum.

— Konvergenz von Folgen von Matrizen ist komponentenweise Konvergenz

(k) k=00

A(k)%A,k%oo@aij - aVi=1,.... mVj=1,...n
e Sei || - || eine beliebige Norm auf K”. Dann
Az ..
jal = sup 122 A s e =1
zeK™\{0} [|z]] zeKn

ist die von ||-|] in K™ erzeugte natiirliche Matrixnorm
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— Fiir natiirliche Matrixnorm gilt notwendig ||I|| = 1
— Natiirliche Matrixnorm ist vertriglich mit |||, d.h. fiir A € K™*™ ist ||Az| < || 4] -
]|,z € K"

— und submultiplikativ, d.h. ||AB|| < || 4| || B]| fir A, B € K"*"
1

Beispiel 0.4. ||A| = (szzl \ajk|2) * heikt Frobenius-Norm. Sie ist vertriglich mit ||-||, in
K™ und submultiplikativ, aber keine natiirliche Matrixnorm, weil |||, = /n # 1 fiir n > 2.

Lemma 0.5 (Natiirliche Matrixnormen). Die natiirliche Matrixnormen zu ||-||  (loc / Ma-
ximumnorm) und ||-||; (/1-Norm) in K™ sind

n
| Al == max Z lai;] Maximale Zeilen-Summen-Norm
1§zgnj:1

n

|A]l . == max Z lai;] Maximale Spalten-Summen-Norm
1<j<n £

Beweis. 1. Matrixnorm |- ist eine Norm (d.h. erfiillt Normeigenschaften (N1), (N2) und
(N3))

2. Z.z. Vertréglichkeit

n n n

A — Z | < Z PR P . Z | = .

” mHoo 121%)(” : lamxj = 11;1?;(” £ |aLj‘ |l‘j| > ||$||OO 13%}% - |aZj| ”:EHOO HAHOO
J= J= J=

= Vertréglichkeit mit ||-||
3. 2.Z2. |All, = sup |Az|

lzll =1

|Azl| =0 = A=0 = |4]|,=0= sup [Az|

z|| =1

Sei A # 0, dann [|Al|, > 0 (Definitheit von Normen). Sei

n n
1Al = 1<?<an laijl = lam;| fiir ein m € {1,...,n}.
- j=1 j=1

Z1

Setze z; = %, falls ay,; # 0 und sonst z; = 0. (z; = sign(am;)). Fiir z = [ : | gilt
Zn

dann ||z]|, =1 und

(A)m =D amjz = D lamg] = | All -
j=1 j=1
Es folgt
[All o = (A2)m < [|Az|, < S 14yl < e [All oo - [19ll e = 141l
Ylloo= Ylloo= ~

=1

= Al = suw [lAy[
Iyl =1

Beweis fiir /1 analog. O



Definition 0.6. 1. Eigenwerte A € K einer Matrix A € K™*” = Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms
p(A) = det(A — AI)

2. o(A) = {\|\ Eigenwert von A} heifit Spektrum von A.
3. VX € o(A)JEigenvektor w € K™\ {0} :
Aw = dw

Die Eigenvektoren zu A bilden einen Vektorraum, den Eigenraum zu A mit Dimension
= geometrische Vielfachheit von A.

4. Abschétzung der Eigenwerte: Sei A € 0(A) und w ein Eigenvektor zu A mit ||w|| = 1.

Dann [A| = [lambdal - [[w]| = |Mw[| = [[Aw]] < [JA][-[w] = [[A] = [ <
Vertraglichkeit
1Al

5. A heift hermitesch, falls gilt
A=A (ay; =1aj)
Reelle hermitesche Matrizen heiften symmetrisch. Fiir das Skalarproukt gilt
A=A & (Az,y)2 = (z, Ay)aVx,y € K"

Hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar = &hnlich zu einer Diagonalmatrix, alle
Eigenwerte einer hermiteschen Matrix sind reell. 3 eine orthonormale Basis aus Eigen-
vektoren.

6. A € K" heifit positiv definit, wenn gilt (Az,x)s € R, (Az,x)s > OV € K™\ {0}.
Eine hermitesche Matrix ist positiv definit < alle Eigenwerte sind positiv.

7. |-l (I2-Norm) im K™ erzeugt eine natiirliche Matrixnorm(Spektralnorm) |-||,

Lemma 0.7 (Spektralnorm). Sei A € K"*". Dann ist A" A € K"*" hermitesch und positiv
semidefinit. Fiir die Spektralnorm gilt

I1A]l, = max{y/]\, A € (A" A)}

Sei A hermitesch, bzw. symmetrisch, dann gilt || A]|, = max{\/|\|, A € 0(A)}

Beweis. spater

Definition 0.8 (orthonormale/unitdre Matrizen). Eine Matrix @ € K™*™ heifit ortho-
normal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem im K™ bilden, d.h.

Q:(q17"'7qn) qjeKm

m . .
L i=y
(gi:q5)2 = Z%k “Qkj = {0

1 sonst

Falls m = n heifst @ unitar.
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Lemma 0.9. Sei Q € K®*" unitéir. Dann ist Q regulir, Q7! = @T und (Qz,Qy)2 =
($,y)27 T,y € K"
1Qzlly = llzll,, = € K"

d.h. euklidisches Skalarproukt und euklidische Norm sind invariant unter unitdren Transfor-
mationen und folglich [|Q|l, = [|Q!||, =1

Beweis. 1. 2Z.2. Q7' = @T
T
T a1
Sei @ = (q1,---,qn),Q@ = | ... |. Dann gilt
T
dn
aa . T an 1 0
—=T . . Q@ unitéar
Q Q= : : ume
@ a . T an 0 1

(Qz,Qu)2 = (2,0 Qu)2 = (z,1)2
Q)12 = (Q, Q)2 = (x,2)2 = |lz||3
1Ql, = sup [|Qz]l, = sup afl, =1

llz2ll=1 llz2ll=1

@7l = sup Q7 'ell, = s Q0 s, = sup fol, =1

S
llzall=1 llzall=1 llz2ll=
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