Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmifiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen

konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (fn(z))nen
gegen f(z) konvergiert, d.h.

Ve >0 3N =N(e,z)>0s.d. |fo(z)— f(z)]<e Vn>N.
Beispiel 1.2. (a)

fa(x):10,2] = R

2

nx ngS%
fa(x) =< 2n —nz %gxg%
0 2<x<2

(fn(z))nen konvergiert punktweise gegen f(z) =0 Vx € [0, 2].
z=0: fu(0) = 0= f(0)
0<z<2:Vn>2 f(z)=0=f(z)

(b) fulz)=2™, fr:1]0,1] = R.

n— oo f _
(f"(x))nEN — f l‘) _ {]- alls x 1

punktweise 0 fallso<z<l1 '

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N =N(e)sd. |fu(z)— f(z)]<e V€ Dundn> N.

Bemerkung 1.5. Ve > 0, 3N = N(¢), Vn > N gilt

graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f :={(z,y) € D xR ||y — f(z)| < e}.

Beispiele 77 (a) und (b) nicht gleichm#Rig konvergent, zu (a): Fiir e = £ gilt |f, (2) — f (3)] =
n > %

n
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Abbildung 1.1: f,(z) = 2™ und ihre Grenzfunktion
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Abbildung 1.2: Links: ,,e-Schlauch®, Rechts: ?? (b) nicht gleichmifig konvergent

Beispiel 1.6. f,: [0,2] - R, f,(z) = Lsin(2mn - z) konvergiert gleichmaRig gegen f(z) = 0.

n— oo

|sin(2mn-z)| <1 Vox € R = fu,(zr) —— 0 Vz €0,2] = punktweise Konvergenz.

Sei nun € > 0, dann AN € N mit % < e. Damit folgt

1
Vn >N |fa(2)] < N <¢ Vo = gleichmifige Konvergenz.

Bemerkung 1.7. Konvergiert f,,: D — R gleichméfig gegen f: D — R, dann konvergiert f,,
punktweise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe ?? (a) und (b).

Satz 1.8 (Gleichmékiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Essei D C Rund f,,: D — R
Vn € N stetig in D. Sei (fy,)nen gleichméfig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist
stetig in D.

Beweis. Seien xg € D und £ > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vr € D: [z —x0| < § = |f(z)— f(zo)] < e.

(F)neny —2% 4 f — IN eNs.d. ¥n >N Vae D gilt |fu(z) — f(z)] < <.
gleichmifig 3

fn stetigin g = 30 s.d. Vo € D gilt |z — 20| <0 = |fn(z) — fu(z0)] < %
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Zusammen: YV mit |z — 20| < § gilt:

|F(@) = F(@o)| = [F(@) = Fal@) + fu(2) = falzo) + Falxo) = f(0)
< [F(@) = Fal@)] + (@) = Falzo)| + [ Falzo) — f(20)]
cELEL €
-3 3 3
=£.

1.2 Der Funktionenraum C|a, b|

Definition 1.9 (Maximumnorm |||/~ ). Es sei D ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall
I =la,b] und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[fllo = max{|f(z)[ | 2 € [a,b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a, b] beschrinkt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (|| - || und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a, b] — R stetig.
Dann gilt
(1) (fn)nen konvergiert gleichmafig gegen f: [a,0] = R <= ||fn — flloo = 0, n = 0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b] <= Ve > 0 INp € N,
s.d. Vn,m > No gilt ||fn — finlloo <€

Beweis. (i) , = “: Sei ¢ > 0. Dann 3N € Ns.d. |f,(z) — f(z)| < § Vx € [a,b] und Vn > N.
Damit folgt:

max |fo(@) = f@)] = [fn = flloo < = <& = [[fu— flloo 2= 0.
z€Ja,b] 2

<= Sei e > 0. Wegen || fn — flloo —=5 03N € Ns.d. ||fn — flloo <& ¥n > N. Damit
folgt ¥n > N und Vz € [a, b]

|fn(z) — f(x)| < m[a)%)] [fn(x) — f(@)] = ||fn — flloo <& = gleichméfige Konvergenz.
x€|a,

(i) ,, = (fn)nen konvergiert gleichmigig auf [a,b], d.h. 3f : [a,b] = R s.d. f,, ———s

gleichméfig
Sei € > 0, dann 3Ny € N s.d. |fn(z) — f(2)| < § Vn > Np und Vz € [a, b].
Damit gilt ¥Yn, m > Ny und Vz € [a, b]:

@) = @) < 1fa@) = F@)] 4 1f@) = fu@)] < 5+ 5 =5

g
= zrél[%)é] ‘fn(x) - fm(x)‘ = ||fn - fm”oo < 5 <e Vn,m > Nj.
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, <= “ Sei e >0, dann INy € N, s.d.
€
[frn(@) = fr(@)] < || fn = finlloo < 3 Yn,m > Ny Vz € [a,b].

= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.
= (fn(2))nen konvergiert
= Definiere f(z) = lim, o0 fn(2), x € [a,b].

Dann gilt ¥n > Ny, Vz € [a, b]:
|[fr(x) — f(2)] = lim |[fo(z) — fin(2)] < % = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0
O

Bemerkung 1.11. || - ||o erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) Iflloc =0 = f(x) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) [laflloc = lal - [Iflloc, & € R (Homogenitéit)

(N3) [If + glloo <[ flloc + llglloc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C|a, b] definiert durch
Cla,b] =={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f|lcc ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstindigkeit). Der Raum Cla, b] ist vollstdndig beziiglich gleichméfiger Kon-
vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus Cla, b] besitzt einen Limes in Cla, b]

Beweis. Rannacher O

1.3 Integration und Grenziibergiange

Wichtige Frage: Wenn f,, — f, gilt dann auch ff Jn — fab f?

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] —
R mit ||f, — flleo —— 0 (gleichmiRige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-

integrierbar und

b

b b
lim fn(x)d:c:/ f(x)dx:/ lim f,(z)dx.

n—oo a n—
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Beweis. f, ——>= s f — f stetig = f Riemann-integrierbar.

gleichmifig

Es gilt

< [ [fal@) = fl2)|de

a

< max [fy(z) — f(2)] - (@ —b)

z€[a,b]

—_—————

o, beschrankt

Satz 1.15. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe Y~ , f,, konver-
giere gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (ZQLO frn)nen sei gleichméafig
konvergent. Dann gilt:

an Va € [a,b)].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/bf(x)dx:i/bfn(m)dx
/an iz =S /fn

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig — Z _o fn(2) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (ZTJLO fn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

x) = an( stetig = hm (Z fu(z ) gleichméfiger Limes.
n=0
Es gilt

/an ydz =Y /fn dx—i—/ab i fal2)dz

n=N+1
Die Reihe konvergiert gleichmé&fig, d.h. Ve >0 dN. € N, s.d. VN > N, gilt

/ Z fo(x)dz| <e-(b—a)
4 p=N+1
b oo N b
— /a;)fn@)dx;o/a fulw)de| < ¢

(o'} b 00 b
= an(x)d:r = A}gnoo;/a fo(z)dx = 7;0/(1 fn(x)dx
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Korollar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei Y.~ an(z —x0)" eine reelle Potenz-
reihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert > °  a,(z — )" in jedem Intervall
[xg — r,x0 + 7] fiir 0 < r < p gleichmafig und fir [a,b] C |xg — p, 20 + p[ gilt

p oo oo b
n _ an n+1
/anzoan(:r:co) dxf;n+1(x—xo) r

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir |z — xq| < r ist zu beweisen: Fiir |z — xg| < 7,
r < p gilt:

00 N 00
Zan(ﬂc—xo)” - Zan(x—xo)" = Z an(z — 20)"
n=0 n=0 00 n=N+1 o
|z—zo|<r i
= ) el
n=N+1
() & 1 \"
£y ()
n=N+1 p—¢&
o0 n
_ Z T N—oo 0
=Nl p—E€ geometrische Reihe '
<1
1 . . 1
= — d. A — >
(*): p T P r<p—cfireine>0 = 3INy €N, s.d. V/]a,| < p— Vn > Ny O
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