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Jetzt: Fourier Analysis!

0.1 Der Funktionen-Raum R|a, b]

Definition 0.1. Eine f: [a,b] — C, [a,b] C R heifit Riemann-integrierbar auf [a, b], falls
Re(f) und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x)dx = /;Ref(w)d:v +i/ab1mf(x)d:p,

Bemerkung 0.2. 1. Analog: Definitionen von uneigentlichen Riemann-integralen fiir kom-
plexwertige Funktionen

2. Die Rechenregeln f4r das reelle Riemann-integral {ibertragen sich auf komplexwertige In-
tegrale, insbesondere gilt:

/ab Tade - | ' (Ref (o) i Tmf(@) da
:/abRef(x)dx —z'/ablmf(x)dx

:/abf(x)dm.

Definition 0.3. Eine Funktion f: [a,b] — K (K = R oder K = C) heift stiickweise stetig,
falls

1) fin [a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschrénkt ist.

2) in jeder dieser Unstetigkeitsstellen & € [a, b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte
= li + h).
J(s) = lim f(¢ £ )

existieren. Fiir £ € (a,b) wird

gesetzt.

Bemerkung 0.4. Stiickweise stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Die Menge der in diesem Sinne auf [a, b] stiickweise stetigen (Riemann-integrierbaren) Funktionen
bilden einen Vektorraum RJa, b].

Definition 0.5. Wir definieren

b
(f,9) = / f(x)g(x)da (;,5esquilinearform®).

Dies ist wohldefiniert da fiir f,g € R[a,b] das Produkt f(z) - g(x) € R]a,b] ist.




Definition 0.6 (Skalarprodukt). Sei V' Vektorraum iiber K. Die Abbildung < -,- >: V x
V' — K heiftt Skalarprodukt auf V', falls Vu,v,w € V und «a € K gilt:

v,u) = (u,v) (Symmetrie, hermitesch falls K = C symmetrisch falls K = R)

(

(v, u) = afv,u)

(v, au) = a(v, u)

(v, u+w) = (v,u) + (v, w)
(v 4+ u,w) = {v,w) + (u,w)

(S3) Positivdefinitheit: (v,v) >0
(w,0) =0 <= v=0

Bemerkung 0.7. Auf Ra,b] besitzt (-,-) die Eigenschaften eines Skalarprodukts, denn es gilt
VO{,B S (Ca vfag S R[aab]a flaf? S R[a/vb]: 91,92 S R[CL, b]

(1) (afi + Bfa.9) = (af1,9) + (Bf2,9) = a(f1,9) + B(f2.9)
(2) (f, 91 + Bg2) = (f,oq1) + (f, Bg2) = a(f, 91) + B(f, 92)

/f gdx—/fgdx—/fgdx—/gfd ~ .0
:/a f?dw=/a @) de >0

(5) Aus (4) und der Definition von Rla,b] folgt: (f, f) =0 = f =0 auf [a, b)].

(-,+) wird auf R[a,b] L?-Skalarprodukt genannt.

Lemma 0.8. Fiir ein L2-Skalarprodukt (-,-) auf R[a,b] gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-

chung;:

Beweis. 1) Falls g = 0 gilt trivialerweise
((f. 9P =0=(£,£)(9,9)-
2) Falls g # 0, sei @ € K beliebig

0<(f+ag,f+ag)=(ff)+alg f)+a(f g)+a- -alg,g)
(£9) — _(9.f)

Setze o == — 09 = " (59 Dann gilt
(1,9 (9.) (9.f) - (f.9) , (.99, )99
< () (9,9) @09 | (99009
_ ~(£:9)(9, 1)
=D )
B (f,9)(f,9)
0D
_ (9P
=D

= 0<(£.N)g.9) —I(f.9).
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Definition 0.9 (L?-Norm). Das L?-Skalarprodukt (-,-) induziert die L?>-Norm auf R[a, b]

mit .
b 2
A= 1fllr2 = (f7f)5—</ f~fdx> :

Bemerkung 0.10. Normeigenschaften von L? auf R[a,b] sind erfiillt:

(N1) Definitheit: ||f|| =0 = (f,f) =0 = f =0 auf [a,}]

(N2) Homogenitiit: [laf[| = (af, af)? = (|a*(f.f)? =lal - | I
(N3) Dreiecksungleichung:

[N

\f+gll=(+gf+g)
= (112 + (£,9) + (9, ) + llg]1?) ?

CsSU
< (117 + 2 £ 1llgl + llgl®)

= [IF11+ llgll-

1
2

Definition 0.11 (Konvergenz im Quadratischen Mittel (L2-Konvergenz)). Seien f, €
Rla,b],n € N, f € Rla,b|. f, konvergiert gegen f im Quadratischen Mittel f, n:—;on wenn
gilt

n—oo

lfrn— fllz —— 0.

Das heifst, dass die quadratische Abweichung zwischen f,, und f gegen Null konvergiert:

b
/ @) — F@)P dz 22250,

Bemerkung 0.12. (1) Es gilt:

b
I = 11 = [ 1a(o) = F@P do < If — fI2 (b~ a)

Damit folgt
n—o0 n—r 00

[fn = flloo ——=0 = [Ifa = fllLz ——0.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: f,(z) = 2", = € [-1,1]

1 1 x2n+1 1 9 s 0o
Il = [ wnae =2 [ aar =2 _ N
—1 0 2n+1lo 2n+1

n—oo

Aber wegen f,(1) =1 fir x = 1, n € N, konvergiert f, nicht punktweise gegen f =0 und
wegen f,(—1) = (—1)",n € N,z = —1 konvergiert f,, nicht.

(2) Der Raum Rla,b] mit L?>-Norm ||-|| ist nicht vollstéindig, d.h. es existieren Cauchy-Folgen
in R[a,b], die keinen Grenzwert in R[a, b] haben. Beispiel: siche Abb. 77 (Rechts). Hier ist
f(z) #0, z € [a,b].

b
[ 1s@Pdz =0 =1
aber f(z) € Rla,b|, denn

_limpo f(E+h) —limp o f(§ —h)
f(§) #0= 9 '




=
=
n =
0.5 1
—0.5
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Abbildung 1: Links: f,(x) = 2™, Rechts: f(z) £0

Definition 0.13 (Orthogonalitit). f,g € R|a,b] heifien orthogonal, wenn gilt (f,g) = 0.

Eine Teilmenge S C R[a,b] heifst Orthogonalsystem, wenn alle Elemente aus S paarweise
orthogonal sind, d.h.
Ifill? i=j

Vi, fi €8.
U2 v,

(fir f5) = {

Satz 0.14. Die trigonometrischen Funktionen, fir k,l € N

() = {1 k=0

cos(kx) sonst

si(zx) = sin(lx)

bilden auf R[a,b] beziiglich des L?-Skalarprodukts ein Orthogonalsystem und es gilt

/0% cx(z)de = /027r si(z)dr = /027T cn(@)si(z)dz =0

2m
/ cr(z)e(z)de = moy
0

2m
/ sp(z)s(x) de = 7oy
0

Hier sei

1 =
Ol = k=1 Kroneckersymbol.
0 k#£1

Beweis.

2 2 1 o
/ cx(z)de = / cos(kz)dx = —sin(kz)] =0
0 0 k 0

2m

2m 2m
/ sp(z)da = / sin(kz)dz = ! cos(kx)
0 0 k 0

(1-1)=0

| =




0.1. DER FUNKTIONEN-RAUM RI[A, B|

Damit folgt

2 2m
/ cp(x)si(x)de = / cos(kz) -sin(lx) dz
0 0 H:—’ ~——
art. Int. 1 am (271
part.nt. Esm(kw) -sin(lx) —/ Esin(kzx)lcos(lm) da
——— M 0 0 ——— M
=0
l 2m
— / s(@)en(w) da
k Jo

Fiir [ = k gilt
27 27
/ cr(x)sk(x)de = —/ cr(z)sg(x) de
0 0
27
= 2/ ci(z)sg(z)dz =0
0

2m
= /0 cr(x)sk(x)dx =0

Analog folgt mit partieller Integration

2 2m
/0 cr(z)a(z)de = é/o si(z)si(z) dx

27 2m 2m
:>/ ckdx—/o skdm—/o (1—ci(x))dx:27r—/0 ci(z)dx

27 2m
— / —w:/ si(z)dw
0

Wenn k # [, dann folgt

/Oﬂck(x)cl(x)dx = é/o ﬂsk(x)sl(x)dm

ot 12 (77
part._Int e ck(x)e(z) da
0
2
= / ep(@)e(z)de = 0
0
Analog
27
/ z)dz =0
0
2m
/ z)dz = 0.
0
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