0.1. EXTREMWERTAUFGABEN 1

0.1 Extremwertaufgaben

Definition 0.1 (lokales Maximum/Minimum). Sei D C R" offen, f: D — R. Ein Punkt
x € D heifst lokales Minimum (Maximum) von f, falls eine Umgebung Ks(z) C R™ existiert
mit

f(z) < f(y), Vy € Ks(z) N D
(f(z) > f(y), Vy € Ks(x) N D). Falls

f(@) < fy),Vy € Ks(z) N D\ {x}

(f(x) > f(y)), dann heift = striktes lokales Minimum (Maximum).

Satz 0.2 (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum (Min oder Max)). Sei D C R"
offen, f: D — R stetig differenzierbar und x € D ein lokales Extremum von f. Dann gilt :
Vf(xz)=0.

Beweis. Fiir i = 1,...,n, betrachte g;(t) := f(z + te;). Da D offen ist, sind alle g; auf einem
Intervall (—9,6),d > 0 wohldefiniert und differenzierbar. g;(¢) hat in ¢ = 0 ein lokales Minimum /-
Maximum , also gilt Vi =1,...,n

dgi(t)

=0.
dt

t=0

Aufgrund der totalen Differenzierbarkeit von f folgt

_dgi(t)

Kettenregel - 8f(:1:) 8f($)
0= & =)

0y = Vi=1...,
&vj J Bxi ‘ "

=0 j=1

O
Bemerkung 0.3. Die Umkehrung ist falsch, z.B. f(z) = 2, f: R - R, hatinx =0 Vf(x) =0,
aber z = 0 ist kein Max/Min von f(z) = z3.

0) Vf(xz) =0, aber x = 0 ist kein Max/Min von f.

f:R?2 5 R, f(x1,72) = 2172 hat in x = 0

Satz 0.4 (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum). Sei D C R" offen, f € C?(D,R)
und x € D mit Vf(x) = 0. Dann gilt:

1. Hy(x) positiv definit = « striktes lokales Minimum von f.

2. Hy(z) negativ definit = x striktes lokales Maximum von f.

3. Hy(z) indefinit = « kein lokales Extremum.

Beweis. Nach Taylor gilt lokal um z:

Fla+ ) = £(2) + (VF (@), h)a + 5 (Hy ()b, )z + wale,h)

w2(m$h) h—0 O

mit
(1




1. Sei Hy(x) positiv definit. Betrachte min - (Hf(x)h, h)2. Die Menge {h € R" | ||A]| = 1}
ist kompakt = (H(x)h,h)s nimmt ihr Minimum auf {h € R™ | ||h|| = 1} als stetige
Funktion an. == a = miny, = (Hs(z)h,h)2 > 0, da Hy(z) positiv definit ist. Sei
h € R™\ {0} beliebig. Dann gilt

(Hy (), h)s = [ ( Hyp@) - ) s amg2 > 0
h h
BNy
>a

Wihle 6 > 0 klein, sodass Y [|h|| < ¢ gilt |wa(z,h)| < § ) (weil wy(z,h) = of||h]|*)).
Damit gilt Vh, ||h]| < ¢

1 o] «
fla+h) = f(2)+(V (@), h)2+ S (Hp(2)h, h)a +wa(z, h) 2 f(z)+ 5 I]* ~ 1 I12]* > f(x)
——
=0
— « striktes lokales Minimum von f.
2. Ersetze f durch —f, dann 1)
3. 3h € R” mit (Hs(x)h,h)s = a > 0, sodass

r 1 ,th fiir
Pl th) "2 (@) 4 L0t (e th) = fa) 2 | &g S| TSI g
=%

Auferdem 3n € R™ mit (H;(x)n,n)2 = B < 0. Analog = f(z+1tn) < f(z) +ﬂ% < f(z)
fir 0 <t < 1. = f(z) kein Maximum/Minimum.

m
Cflzy) = 2+ 2 = Vif(z,y) = <i;> = 0 fiir @) = (8).

1
2 0 - . x . ..
Hi(z,y) = g 4 ) positiv definit. = ) = 0 striktes lokales Minimum (sogar global).

flx) < fly) VyeD globales Minimum
fx) < f(y) Vye D\{z} striktes globales Minimum

2. flz,y) =22 —y? = Vf(z,y) = (_Zgy) = 0 fiir (5) - (8). Hy(z,y) = (3 _02>

indefinit. = 0 € R? kein lokales Extremum.

3. fl(x7y) = :172 +y47 fQ(‘Tay) = 123 fg(l’,y) = ‘T2 +y3 Es gllt

V£(0) =0 € B2, Hy,(0) = (3 0

0) Vi=1,2,3

Die Hesse-Matrix ist positiv semidefinit. Es gilt

fiir fi: Punkt 0 ist ein  striktes lokales Maximum,
flir fo: Punkt 0 ist ein lokales Minimum, aber nicht strikt,
flir f3: Punkt 0 ist ein  Sattelpunkt.
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Abbildung 1: Links: f(z,y) = 22 + 2y? ist ein Paraboloid, Rechts: f(x,y) = x? — y? ist eine
Sattelflache

0.2 Implizite Funktionen und Umkehrabbildung.

Frage: Umkehrabbildung: Auflésen von z = ¢(y), d.h.

1 =g1(Y1,---,Yn) 0 =z1—g1(¥1,---,Yn)
: <9 (*)
Tn = gn(Y1,--,Yn) 0 =2 —9gn(Y1,---,Yn)

n Gleichungen, n Unbekannte yi,...,y,. Gesucht: Abbildung f mit y = f(z) (f = g~!), s.d.
(z, f(z)) Gleichung (*) 16st (lokal um (zo,y0 = f(20))).

Implizite Funktion m Gleichungen, m Unbekannte y, ..., Ym.

0 =F(1, -, Tn,Y1y---sYm)

0 =Fn(T1,- s Tn,Y1y- - Ym)

0 = F(z,y) Auflésen nach y, d.h. Gesucht: Abbildung f, s.d. y = f(x) mit (z, f(x)) 1ost (**)
(lokal um eine Losung (zg, yo) : F(zo,yo) = 0)

Beispiel 0.6. m =1, n=1, F(z,y) =2? +y?> -1

(x()ayO) An der Stelle w gllt F(07 1) = 07
also F(z,y) =0& 9> =1— 22
Fz,y)=0 = f(z) = +/1—2? fiir [z <1

erfiillt F(z, f(z)) =0, |z| < 1.

Fir o = 1, yo = 0 hingegen gibt es keine Umgebung von zy = 1, sodass

f: U(zg) = R mit F(z, f(z)) =0.




Satz 0.7 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D* C R"™ offen, DY C R™ offen, F! €
C1(D® x DY,R™) (stetig differenzierbar) und (#,§) € D® x DY mit F(Z,§) = 0. Die m xm
Matrix

OFy OF;
9y1 e OYm
OFm OFm
dyr T Oym

sei im Punkt (Z,¢) invertierbar. Dann gilt:

1. J offene Umgebungen U (&) C D*, U(§) C DY um & und § und 3 eine stetige Funktion
f:U@) = U(®y), sd.
F(z, f(z)) =0 YzxeU(Z)

2. f ist eindeutig bestimmt, d.h. F(z,y) = 0 fiir (z,y) € U(Z) x U(§) < y = f(z)

3. fist in Z stetig differenzierbar und J; (%) = D, f(%) € R™*"™ ist

Dy f(&) = —(DyF(i,5)) ' Do F (2, 9).

Beweis. 1. O.B.d.A. sei (Z,9) = (0,0) (sonst betrachte F(x,y) — F(&,9)). Die Matrix J, ==
DyF(0,0) ist regulédr. Definiere G: D* x DY — R™, G(x,y) ==y —J, ' F(z,y). G ist stetig
differenzierbar und erfiillt: G(0,0) = 0 und F(z,y) = 0 & G(z,y) = y. Jacobi-Matrix von

G(z,y) bzgl. y:
DyG(x,y) =1— J, ' DyF(x,y) und insb. D,G(0,0) =1 — J,"J, = 0.

F stetig differenzierbar = D, G(z,y) stetig = IK7(0) x K¥(0) C D” x DY mit Radius
r, sodass | D,G(a,y)ll, < L. (x,y) € KZ(0) x K¥(0). G(0,0) =0 —> 3KZ(0) C KZ(0)
mit Radius 0 < s < r sodass

1 xr
IG(z,0)l, < 5, 2 € K7(0)

Ziel: Konstruiere f: K7(0) — KY(0) stetig mit G(z, f(z)) = f(z) (& F(z, f(z)) = 0).
Betrachte Fixpunktgleichung

G(r,y) =y, € K{(0).
Fir (z,1), (z,92) € K7(0) x K¥(0) gilt

MWS 1
[G(z,y1) — G(z,92)[l, < sup [DyG(z,y)ll5 - lyr — w21l < 5

2=75 lly1 —ysz'
(z,y) €K (0)x K (0)

Sei y € KY(0)

1G(z, 9)lly < G (2,y) — G2, 0], + [|[G(=,0)]l, < .

1
2—2Hy||2+§7“§7"

d.h. G(z,-) ist eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Kugel K7 (0).

AuRerdem, ||G(z,y1) — G(z,y2)|l, < 3lly1 —y2l = G(z,) ist eine Kontraktion mit
Lipschitz-Konstante L = 1. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz (??) folgt Vo € K7 (0)3!
ein Fixpunkt y(z) € K¥(0) von G(z,-):

y(x) = lim y®(2), y¥ () = G(z,y* M (2)), k€N

k—o0
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mit Startpunkt y(©)(z) := 0. Es gilt die Fehlerabschitzung Va € K%(0):
1
[v@) —y® @) <27y @) -y O@)||, =27 6, 0) ~ 0l <275

Fiir k € N gilt

y®W(2) = G,y " V(@) = y* V(@) = I Fla,y* ()
—_— ——

stetig

Induktiv folgt y*) (x) stetig in z € K¥(0). Definiere f(x) = y(x), f: K¥(0) — K¥(0) und
nach Konstruktion gilt

Gz, f(x)) = f(z), we K(0).

Aus der Abschitzung ||y(z) — y® (z)|| < 27%1.r, z € K2(0) folgt, dass y*) (x) 2y (2)
gleichméfig auf K7 (0) konvergiert = y(x) stetig. = 1. Behauptung fiir (z,3) = (0,0)
mit U(Z) == KZ(0) und U(y) = KY¥(0).

2. Die Eindeutigkeit von y = f(z) folgt nun aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Fir z €
K, (&) ist der Fixpunkt der Gleichung G(z,y) = y eindeutig bestimmt.

3. Da F(xz,y) in (0,0) differenzierbar ist, gilt nach Definition der Differenzierbarkeit
F(z,y) = F(0,0)+D.F(0,0) -z + D, F(0,0) -y + w(z,y),
=0 =J

wobei w: KZ(0) x K¥(0) — R™ die Eigenschaft ||w(x,y)|, = o(||(x,v)||5) besitzt. Aus dem
Beweis von 1. wissen wir, dass F'(x, f(x)) = 0 fiir x € K7(0) gilt. Einsetzen ergibt

0=F(z, f(z)) = Do F(0,0) -z + Jy - f(z) + w(z, f(z))
fx) = —Jy_1 -D,F(0,0) - x —Jy_1 ~w(z, f(x))
=:p(z)

= —J, "D, F(0,0)z + (x)

Reminder: Def. Differenzierbarkeit: f(0+ z) = @+Df(w) -z +(z) mit Y(z) = o(||z||y)

=0
Es geniigt also zu zeigen, dass ¢(z) = o(||z||,), d.h. lin})
z—

o(ll(z,y)l2), d-h.

¥(x)

lll,

= 0. Wir nutzen w(x,y) =

lw(@, Yy lI@y)2l-0
[(z, )l

d.h. Ve > 0 36, € (0,5), 02 € (0,7) sodass Va mit ||z|, < §; und Yy mit ||y||, < d2 gilt

0

lw(z,y)lly <ell(@,y)lly < e(lzlly + llyll,)

Da f iiberdies auch stetig ist (siche Beweis 1.), gibt es ein § € (0,d1) sodass V ||z||, < ¢ gilt
| f(x)]|y < d2. Daraus schliefen wir fiir  mit ||z, < 0:

llw(, f(@)lly < elllzlly + £ (2)]l2)

Dies konnen wir nun auf f(z) anwenden.

f(2) = —J DL F(0,0) - + (x)



Es gilt ¢(z) = —Jy_lw(ﬂ%f(x))

IF @) < |7, D FO,0)|, - lzlly + [[ 15, - llw(, £ (@)l
——

=ic1 =ic2

<callzlly+ e |lwlz, f(2))],

Setzen wir nun € = so erhalten wir fiir geniigend kleines x

20’

1
< eulzlly + 2 - o~ (llzlly + 11 (2)l2)
C2

1 1
_ (01 N 2) lally + 5 17(2)];
1 1
= S, < ( + 2> Il

Zusammen erhalten wir also:

[p@ll, < |97, - lw, £@)],
Fiir ||z, < ¢ gilt
< ece(lzlly + (2e1 + 1) [|zfl,)
< e-czlzlly
Daraus schliefsen wir
@l
B4
Da ¢ beliebig ist, folgt
@l =0
[E1P
||x||2

Daraus folgt nun schliefslich fiir das Differential von f in 2 =0

Weiter miissen wir noch zeigen, dass D, f(x) in K7 (0) C K7(0) existiert und stetig ist in
xz =0.Da D, F(z,y) stetig in (0,0) ist, gibt es ein 6 > 0, sodass V(z,y) € K¥(0) x KZ(0) C
K7(0) x K¥(0) gilt

1
1Dy F(0,0) = Dy F(z, )|y < 75 o=t
! ! 2 Dy F (0,007,
Nach dem Stérungssatz (??) ist also Dy F(x,y) reguldr, also det D, F(x,y) # 0. Die Ele-
mente von D, F(z,y)~! sind nach der Cramerschen Regel stetige Funktionen der Elemente
von D, F(z,y). Daher ist
(DyF (2,y)) "' Do F(2,y)

als Produkt stetiger Funktionen stetig und nach Definition der Stetigkeit gilt

ll(@,y)ll,—0
—

|(DyF(z,y)) ' Do F(z,y) — (DyF(0,0)) " D, F(0,0)| 0
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Analog wie oben folgern wir
F(@+h) = F(@) = —(DyF(w, f(@)) " DoF(a, f()) - h+wle ), wlw,h) = of[hll,)
Die Ableitung D, f(z) = —(DyF(x, f(x))) " D, F(z, f(z)) von f ist stetig in x = 0.
O

Beispiel 0.8. F(z,y) = 2 + y* — 1. Dann ist D, F(z,y) = 2y. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen folgt, dass F(x,y) = 0 in einer Umgebung von (2, ¢) mit 22 +¢2—1=0, § # 0 (d.h.
& # +1) eindeutig durch y = v/1 — 22 oder y = —v/1 — 22 nach y auflésbar ist.

Bemerkung 0.9 (Implizites Differenzieren). SIF und F(z,y) =0 < y = f(z), F(z, f(z)) =0.
Kettenregel: 0 = F(z, f(x)).

_dF _(OF OF of af  (9F\ ' oF
0= da:(x’f(x))_<8m+8y 833) — 9 <3y> oz
Die zweiten Ableitungen erhélt man durch implizites Differenzieren von w =0.

Beispiel 0.10. F': R? = R, F(z, f(z)) =0
_ aj + aj /
oz Oy
0= d (c’)F + (2Ff'> 2. Ableitung
Y

1. Ableitung

dz \ oz
PF  0*F ., (O*F O*F .\ . OF
827 T Byow’ (may+ay2f>f+ay

0’F 0*F ., O0*F ., OF ,,
- Ox? +28y6xf + 8y2f +87yf

, (OFN\T'(2F  _PF ,  OF .
‘_<8y> (W T 2o50:7 T ot )
0.2.1 Umkehrabbildungen

0 — f/l

0

Fragestellung: Sei f: D C R™ — R™. Existiert die Umkehrabbildung f~! : By — R"?

Definition 0.11. Sei D C R" offen. Eine Abbildung f: D — R™ heifit regulér in & € D,
wenn 3Ks(%) C D, sodass f in Ks(Z) stetig differenzierbar und die Jacobimatrix J;(&)
regulér ist. f heiflt regulér in D, wenn f in jedem Punkt & € D regular ist.

Satz 0.12 (Umkehrabbildung). Sei D C R™ offen und f: D — R"™ reguldr in & € D.
Dann 3 eine offene Umgebung V(%) C D von & derart, dass U(§) = f(V(&)) eine offene
Umgebung von § = f(Z) ist und f: V(&) — U(7) bijektiv. Weiter gilt: Die Umkehrabbildung
f~1:U(g) — V(&) ist regulér in § und

1

Ji-1(9) = (Jp(2)7, det Jp-a(3) = det 7;(3)

Beweis. Sei & € D und § := f(Z) € f(D). Betrachte F': R x D — R", F(y,z) =y — f(x). Fiir
(2,9) gilt F(y,&) = 0. Die Jacobimatrix D, F(y,x) = —J¢(z) ist reguldr in &. Mit Vertauschung
von z und y folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass Umgebungen U(y), U(&) und
genau eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U(g§) — U(&) existieren, sodass Yy € U(9)

0="F(y,9(y) =y~ flgy)), = oz =yg(y) € U(Z) mit y = f(z)



Setze dann
V(@) =U@)NfHU@G) ={zcU@) | f(z) e U®H)}
)o

( )
Da U(2) und f~Y(U(9)) offen sind, ist auch V(Z) offen. Daher ist f: V(&) — U(g§) bijektiv und
die Umkehrabbildung f~1: U(9) — V() ist gerade g.

Jfof—l(') = Jid(') =1

Mit der Kettenregel folgt

Jp(@) - T (f(2)) =1
= Jp(f(@) = Jp(@)7"

Korollar 0.13. Sei D C R", f: D — R" reguldr und O C D offen. Dann ist f(O) offen.

Beweis. Sei O C D offen und y € f(O) beliebig mit y = f(z), € O. Nach Satz 0.12 existieren
Yy Umgebungen K, (y) C f(O) und K (x) C O sodass K,(y) C f(Ks(z)) = f(O) offen. O

Bemerkung 0.14. 1. Satz 0.12 garantiert nur die lokale Umkehrbarkeit von f.

2. Es seien U,V offene Mengen in R™ und f: U — V stetig differenzierbar.
f heift Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und die Umkehrabbildung f=!: V — U stetig
differenzierbar ist.
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