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0.1 Geometrie in K"

Definition 0.1 (Skalarprodukt). Sei V irgendein Raum iiber dem Korper K. Eine Abbil-
dung (-,-) : V x V — K heifst Skalarprodukt, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind

S1 (Definitheit) (z,z) € R und (x,z) >0, (z,2)=0 < =0

S2 (Symmetrie) (z,y) = (y, x)

S3 (Linearitét im ersten Argument) (azq + Sz2,y) = a(z1,y) + B(x2,y) Vo1, x2,y €
V, Va, 8 € K

Bemerkung 0.2. (1) Falls nur (z,z) € R, (z,z) > 0 gilt (es ist moglich, dass (x,x) = 0 und
x # 0), dann ist (-,-) ein ,semi-skalarprodukt®.

(2) Aus S2 und S3 folgt die Linearitdt im zweiten Argument und damit sog. Bilinearitit des
Skalarprodukts als eine Sesquilinearform in C bzw. eine Bilinearform in R

Homogenitat (az,y) = a(x,y),a € K

Lemma 0.3 (Schwarz-Ungleichung). Fiir ein Skalarprodukt (-,-) auf V iiber K gilt die
Schwarz-Ungleichung

‘(‘T,y)2| S(x,x)(y,y), x,yEV

Beweis. y =0 = trivial. Sei y # 0, und sei « € K beliebig.

51 52,53 _ _
0<(z+ay,z+ay) = (z,7) +aly,r) + a(z,y) + aa(y, y)

Setze a = — (@)
(v,9)

@Yy @)y | (wy) (wy)
0< (@) (,y) Wy (v,y) (v,9) ©:9)
= (z,z) — ‘(:v,y)2|
’ (,9)

— 0< (z,2) - (yy) — |(z,9)°

Korollar 0.4. a) Ein Skalarprodukt (-,-) auf V iiber K erzeugt eine Norm durch ||z :=

V(z,x), x € V. Falls ein normierter Raum (V, (-,-)) vollsténdig ist, so heiit das Paar
(V,(-,-)) Hilbert-Raum.

b) Das euklidische Skalarprodukt (-, -)o auf K"

n
(@,9)2 = Z%E
=1




erzeugt die euklidische Norm

Izlly = (%, 2)2 =

(K™, (+,+)2) ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Normeigenschaften Definitheit und Homogenitat folgen aus S1-S3. Die Dreicksunglei-
chung folgt aus der Schwarz-Ungleichung.

Iz +yl* = (@ +y,z+y) = (x,2) + (2,9) + (,2) + (¥,9)

2 2
< |lzlI” + 2|(z, )| + [lyll

Schwarz 2 2
< llall” + 20zl - lyll + [yl

2
= (ll=[l +llwl)
= [lz+yll < ll=ll + llyll

O
Wichtige Ungleichungen
Lemma 0.5 (Ungleichung von Young). Seien p,q € R,p > 1, ¢ < oo, % + % = 1. Dann gilt
P q
oyl < 2B R
p q
Beweis. Ubung O

Lemma 0.6 (Ungleichung von Hélder). Seien p,q € R,p > 1, ¢ < oo, 1 —l—% = 1. Dann gilt

b p
((,y)2| < lzll, - llyll,
euklidisches £,-Norm £4-Norm

Skalarprodukt von von y
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Beweis. Falls x = 0 oder y =0 = klar. Sei ||$U||p # 0, ||il/||q #0

(2, 9)2|  Def.
il - llylly N, IIyIIq

x’Ly’L
B Z I,

vl

Young-Ungl. i |17z|p |y1,|q
< R
) <p. EI R

Z xlyl

i=1

=1
- HprZ\ “ HQZ'%
P =1 q =1
———
=l=zIp =|lyl|2
1 1
Z4Z=1
p q
— |(@9)al < Izl - Il

Lemma 0.7 (Ungleichung von Minkowski). Sei p € R,1 < p < 0o oder p = co. Dann gilt
Iz +yll, < llzll, + llyll,

~ Dreicksungleichung fiir die £,-Norm.

Beweis. Firp=1

Def. £ < avG - Def. £,
lz+yll, =" Jmitul <0 D Jml+ Dl ="zl + vl
=1 =1

i=1
Fiir p =

Def. Def. £og
= =l

Zoo A—éJG
12+l Jmax |z ty| < max o+ max [y oo T ¥l

Sei 1 < p < 0o. Definiere g :== p% (:>

1
&1

1,...,nund & = ( : ).Esgilt
€n

4p=l 1) und setze & = |z; +y;|P7L, i =

i=1

n
__p_
€1l = Z &l = Z s+ alP )T =Y e wil” = e+l
= 1%,—/
&i




Dann

n

Def.
o+ 2 S o+ P
i=1 v 1
:‘l’i + yz“p Jzityil
————

&

n
= Z|$z+yz| &
—

?
n n

<Y ml - &+ il - &
i=1

1=1
[(2,€)2| [(y,8)2]
Holder-Ungl.
< Yl el + gl - D€l
= (ltel, + ligl, ) - el

Def. £
=5 (el + Iyl ) - llz +y

Def. ¢ -1
=9 (el + ligl,) - e+ wl?

= [lz+yll, < ll=ll, + [yl

P
q
p

Definition 0.8 (Orthogonalitdt). =,y € K™ heiffen orthogonal (z L y), falls (x,y)2 = 0.

Definition 0.9 (Orthogonalsystem/Orthogonalbasis). Ein Satz von Vektoren

{fa®,. . at™} 0@ £0, a® e K", i =1,...,mund (a®,aV)y; =0 fiir k # I heift
paarweise orthogonal

Orthogonalsystem bzw. falls m = n Orthogonalbasis.

Falls (a®,a®))y = 1, dann heifen die Vektoren {a"),... a™} ein Orthonormalsystem

bzw. Orthonormalbasis.

Bemerkung 0.10. Die orthogonalen Vektoren (wie in Def.) sind linear unabhéngig:

al®
paarwelse

Sei cha(k) =0« ch(a(k),a(l)) orthos: @] (a(l),a(l)) =0<=¢g=0,1l=1,....m
k=1 k=1 =
fiir a(”;éO

Beispiel 0.11. e, ... e(™ ist eine Orthogonalbasis in R”.

Lemma 0.12. Sei {a®), k =1,...,n} eine Orthonormalbasis des K”. Dann gibt es Vo € K"

eine Darstellung
n

x = Z(m,a(k))z ~a® |z e K™
k=1

~  Fourierentwicklung
a(k) ~ eiTh f(I) _ ZkeZ k- etk
x ~ f(x)

C ~ (fa eizk)

L2
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und es gilt die Vollstandigkeitsrelation (Gleichung von Parseval)

lzl3 = _[(z,a®)s
k=1
~ NG =D Ikl - 2m)

kEZ
Beweis. Ja;, sodass x = Z?Zl aja(j)
— (I,a(k))g = Zaj (a(j) (k))g = o, k= 1, o,
J=1 Sip
J

= Darstellung von x

Auferdem gilt

n

lol3 = (@,2)2 = Y > "(@.a™)s - @0z - @V, ) = 3" |(@,a™)s|*

k=1j=1
— Gleichung von Parseval
O

Bemerkung 0.13. Lemma 0.12 gilt in unendlichdimensionalen Skalarproduktrdumen mit voll-
standigem Orthonormalsystem. Beispiel: Fourier-Reihen in R0, 27], trigonometrische Funktionen
e’ als vollstandiges Orthonormalsystem.

Satz 0.14 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei {a?),...,a(™} eine Basis des K™. Dann ist
{6 ... b(™} konstruirt durch das Orthogonalisierungsverfahren von Gram und Schmidt
eine Orhonormalbasis.

Beweis. Rannacher O
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