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1. FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN INHALTSVERZEICHNIS

1 Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmifiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen konver-

giert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (f,(x))nen gegen f(z)
konvergiert, d.h.

Ve >0 3IN=N(e,z)>0s.d. |fu(z)— flz)]<e

Vn > N.
Beispiel 1.2. (a)
fa(x):0,2] > R
n2x 0<zx< %
fulz) = 2n — n’x %ng %
0 2<z<2
(fn(x))nen konvergiert punktweise gegen f(z) =0 Vz € [0, 2]
x=0: f,(0) =0= f(0)
0<z<2:Vn>2 f,(z)=0= f()
(b) fn(x) =", fn: [0»1] —R.
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Abbildung 1: f,(x) = 2™ und ihre Grenzfunktion

(fn(z))nen e N ) = {1 falls z = 1

punktweise 0 fallso<z<l1 ’

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N = N(e) s.d. |fn(z) — fla)] <€
Bemerkung 1.5. Ve > 0, AN = N(e), ¥n > N gilt

Ve e Dund n > N.

graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f := {(x,y) € D xR | |y — f(z)| < €}.

Beispicle 1.2 (a) und (b) nicht gleichméRig konvergent, zu (a): Fiir e = 1 gilt | f, () — f ()| =n >3
Beispiel 1.6. f,:[0,2] = R, fn(x) := %sin (2mn - x) konvergiert gleichmifig gegen f(z) = 0.

n— oo

|sin(2mn - z)| <1 Ve e R = fu(z) —— 0 Vz €]0,2] = punktweise Konvergenz.
Sei nun € > 0, dann IN € N mit % < €. Damit folgt

1
VYn >N |fu(z)] < N <€ Vo == gleichméifige Konvergenz.
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Abbildung 2: Links: ,.e-Schlauch”, Rechts: 1.2 (b) nicht gleichmé&Rig konvergent

Bemerkung 1.7. Konvergiert f,,: D — R gleichmifig gegen f: D — R, dann konvergiert f,, punkt-
weise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.2 (a) und (b).

Satz 1.8 (Gleichméfiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Es sei D C R und f,: D — R
Vn € N stetig in D. Sei (f,)nen gleichméRig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist stetig
in D.

Beweis. Seien xg € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vz € D: |z —xo] < § = |f(x) — f(xo)] < e.

(f)neny —=2 4 f — IN eNs.d.Vn >N Vae D gilt |fu(z) — f(2)] < <.
gleichmifig 3

fn stetig in xg = 30 s.d. Vo € D gilt |z — 20| <6 = |fu(x) — fu(zo)| < %
Zusammen: Yz mit |z — zo| < § gilt:

[f(2) = f(zo)| = [/ (2) = ful@) + fu(2) = fulwo) + fulz0) — f(20)|

< [f(@) = fa(@)] + [ fo(x) = falzo)| + | fu(zo) — f(20)]
€ € €
< 3 + 3 + 3
=e.
O
1.2 Der Funktionenraum Cfa, b]
Definition 1.9 (Maximumnorm | - ||oo). Es sei D ein beschrinktes, abgeschlossenes Intervall

I =la,bl und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[flloo := max{|f(z)| | = € [a,b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a,b] beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (|| ||c und gleichméiige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a, b] — R stetig. Dann
gilt
(1) (fn)nen konvergiert gleichmafig gegen f: [a,b] = R <= ||fn — flloo = 0, n = 0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichméfbig auf [a,b] <= Ve > 0 3Ny € N, s.d.
VYn,m > Ng gilt || frn — finlloo < €
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Beweis. (i) ,, = ": Sei € > 0. Dann 3N € Ns.d. [f,(z) — f(z)| < § Vo € [a,b] und ¥n > N. Damit
folgt:

max [ fu(2) = f(@)] = fu = flloo < 5 <€ = [|fa— flloc 22 0.
z€la,b] 2

. <=":Sei e > 0. Wegen || f, — flloo —— 03N € N s.d. |[fn — flloc < € ¥n > N. Damit folgt
VYn > N und Vz € [a, b]

|[fr(x) — f(z)] < max_|fn(z) = f(@)] = |Ifn — flloo < € = gleichméfige Konvergenz.

z€Ja,b]
(i) ,, =" (fn)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b], d.h. 3f : [a,b] = R s.d. f, 1 ":Ooﬁ
gleichméfig
Sei € > 0, dann Ny € N s.d. |fn(z) — f(z)| < § Vn > Ny und Vz € [a, b].
Damit gilt ¥n,m > Ny und Vz € [a, b]:
€ € €
Fal@) ~ Fn(@)| < fala) = F@) +17@) ~ (o)l < S+ 5 =5
€
= max (@) = fm(@)] = fa = fmlloc < 5 <€ Vn,m = No.

, <" Sei € >0, dann AN, € N, s.d.
€
|fn(x) - fm(x” < ||fn - fm”oo < ) Vn,m > No V€ [a, b]
= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.
= (fn(2))nen konvergiert
= Definiere f(z) := lim, o fn(z), z € [a,b].

Dann gilt Vn > Ny, Vz € [a, b]:

|[fr(x) — f(z)| = lm |fu(z) — fi(2)] < % = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0

Bemerkung 1.11. | - ||« erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) [[fllee =0 = f(z) =0, € [a,b] (Definitheit)
(N2) [leflloc = laf - || flloo; e € R (Homogenitét)
(N3) [|f + glloo < I flloo + |lg]loc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C|a, b] definiert durch
Cla,b] :=={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f||co ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstindigkeit). Der Raum Cfa,b] ist vollstindig beziiglich gleichméRiger Konver-
genz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C|[a, b] besitzt einen Limes in Cfa, b]

Beweis. Rannacher O
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1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f, — f, gilt dann auch ff Jn — f; I?

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] — R mit
[ fn— flloo =22 0 (gleichmiiRige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-integrierbar und

Jim | fn dx—/f dac—/ Tim_fu(w)da

Beweis. f, ——>= 4 f — f stetig = f Riemann-integrierbar.
gleichméfig
Es gilt
b b b
[ e~ [ s = | [ @)~ s@nas| < [ 1) Sl < mas 1) ).

_”fn f”oo (b_a)
n—>—oc>0 beschrankt
O

Satz 1.15. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe Y ° | f,, konvergiere

gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (Zg:o fn)nen sei gleichméfig konvergent.
Dann gilt:

an Yz € [a,b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/bf(x)dx—i/bfn(x)d:v
/aan da:—z/ fule

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig =—- Zg:o fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (ZnN:O frn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

Z fn(x) stetig = hm (Z fun(z > gleichméfiger Limes.

Es gilt

Die Reihe konvergiert, gleichméfig, d.h. Ve > 0 IN. e N, s.d. VN > N gilt

/GZfH x)dx

n=N+1

/azfn dm_z/ ful2)dz
:>/an )dx = hm Z/ fu(x dx—Z/ fa(z

<e-(b—a)

<e
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Korrolar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei > a,(z — zo)™ eine reelle Potenzreihe
mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert Y an(z—x0)™ in jedem Intervall [zo—7, zo+7]
fir 0 < r < p gleichmifig und fiir [a,b] C Jxg — p, zo + p[ gilt

b oo oo a b
n . n n+1
/ang_oan(a:—xo) dx—ngzon+1(x—xo) g

Beweis. Nur die gleichmifige Konvergenz fiir |z — 2| < r ist zu beweisen: Fiir [z — x| <7, r < p
gilt:

0 N ')
Zan(x—xo)" - Zan(x—xo)" = Z an(x — x0)"
n=0 n=0 Jo%e) n=N+1 oo
|z—z0|<r b
s D lafr”
n=N+1
() & "
2y (5)
p—¢€
n=N+1
(o] n
_ Z T N—o0 0
B p—€ geometrische Reihe ’
n=N-+1. ,
<1
1 I 1
= — d. ¥ >
(x):p T r<p—efireine>0 = INg €N, s.d. {/|an| < ;= Vn > No O

Jetzt: Fourier Analysis

1.4 Der Funktionen-Raum R]a, b

Definition 1.17. Eine f: [a,b] — C, [a,b] C R heifit Riemann-integrierbar auf [a, 0], falls Re(f)
und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x) dz := /abRef(x) dac—&-i/:lmf(x) de.

Bemerkung 1.18. 1. Analog: Definitionen von uneigentlichen Riemann-integralen fiir komplex-
wertige Funktionen

2. Die Rechenregeln f+r das reelle Riemann-integral iibertragen sich auf komplexwertige Integrale,
insbesondere gilt:

[ T = [ o) i tmgie) o
— /abRef(x) dz — z’/ablmf(x) dz

= /abf(x) dz.

Definition 1.19. Eine Funktion f: [a,b] — K (K = R oder K = C) heifst stiickweise stetig, falls

1) fin [a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschrankt ist.

2) in jeder dieser Unstetigkeitsstellen & € [a, b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte

fléx = }{%f(ﬁih}
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existieren. Fiir £ € (a,b) wird

gesetzt.

Bemerkung 1.20. Stiickweise stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar.

Die Menge der in diesem Sinne auf [a,b] stiickweise stetigen (Riemann-integrierbaren) Funktionen
bilden einen Vektorraum R]a, b].

Definition 1.21. Wir definieren
b [
= / f(@)g(x) dz (,Sesquilinearform”).

Dies ist wohldefiniert da fiir f, g € R[a,b] das Produkt f(z) - g(z) € R[a, b] ist.

Definition 1.22 (Skalarprodukt). Sei V' Vektorraum iiber K. Die Abbildung < -,- >: VxV — K
heifst Skalarprodukt auf V', falls Vu,v,w € V und a € K gilt:

v,u) = {u,v) (Symmetrie, hermitesch falls K = C symmetrisch falls K = R)

(S1)
(52)

(
(av,u) = a(v, u)
(v, o) = o, u)
(v,u+w) = (v,u) + (v,w)
(v +u,w) = (v,w) + (u,w)

(S3) Positivdefinitheit: (v,v) >0
(v,0) =0 <= v=0

Bemerkung 1.23. Auf R[a,b] besitzt (,-) die Eigenschaften eines Skalarprodukts, denn es gilt
Vo, € C,Vf,g € Rla,b], f1, f2 € Rla,b], g1,92 € Rla,b:

(1) (afi + Bfa2,9) = (af1,9) + (Bf2, 9) = alf1,9) + B(f2, 9)
(2) (f, g1 + Bg2) = (f,a91) + (f, Bg2) = a(f,91) + B(f, 92)

:/abf.gdx:/abfgdx:/abfgdxz/abgfdxz(g, )
f):/abfdeZ/abf(x)FdeO

(5) Aus (4) und der Definition von Rla, b] folgt: (f, f) =0 = f =0 auf [a,b)].

(-,-) wird auf R[a,b] L?-Skalarprodukt genannt.

Lemma 1.24. Fiir ein L2-Skalarprodukt (-,-) auf R[a,b] gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung:

Beweis. 1) Falls g = 0 gilt trivialerweise
((f.9)P =0=(f£,)(9.9)-
2) Falls g #Z 0, sei a € K beliebig

0<(f+ag,f+ag)=(ff)+algf)+alf,g) +a alg,g)
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Setze a 1= —% = Eg f§ Dann gilt
(9. f) (9.f)-(f9) , (.99 f)g,9)
=(h) (9,9) 09 | (99009
- (f,(g)(;l) f)
— (- (f,(s;)(gf)yg)
r.p- o)

— 0<(f,1)(g,9) = (£, 9)*.

Definition 1.25 (L?>-Norm). Das L?-Skalarprodukt (-, -) induziert die L?>-Norm auf R|a,b] mit

LAl =11fllz2 == (f5 f) =</ f fdx)

Bemerkung 1.26. Normeigenschaften von L? auf R[a,b] sind erfiillt:

N

(N1) Definitheit: ||f||=0 = (f,f) =0 = f =0 auf [a, ]

(N2) Homogenitéit: [laf]| = (af, af)2 = (|a*(f./)2 = |a] - | /]
(N3) Dreiecksungleichung;:

If+gll=(f+g, f+g)%
= (/1P + (f.9) + (g, /) + ||g||2)E
Gsy 2
< (A7 + 20 £ gl + Nlgll )
=[£Il + llgll-

Definition 1.27 (Konvergenz im Quadratischen Mittel (L2-Konvergenz)). Seien f,, € R[a,b],n €
N, f € Rla,b]. f, konvergiert gegen f im Quadratischen Mittel f, n?_:o)} wenn gilt

”fn f”L2 TH—OO>0

Das heifst, dass die quadratische Abweichung zwischen f,, und f gegen Null konvergiert:

/|fn () dz 2% 0,

Bemerkung 1.28. (1) Es gilt:

b
160 = $13: = [ 1Fae) = @) do < 16 = FIE - 0)

Damit folgt
n—oo n—oo
[fn = flloo —=0 = |lfn = fllLz —— 0.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: f,(z) := 2", z € [-1,1]

2 ! Qnd 2 ! 2nd 2x2n+1 L 2 n—oo 0
Hf””f"_/_lx = /Om Tl T '

n— 00

Damit folgt f, —> f=0.

Aber wegen f,(1 ) =1 fiir x = 1, n € N, konvergiert f, nicht punktweise gegen f = 0 und wegen
fu(=1) = (—=1)",n € N,z = —1 konvergiert f,, nicht.
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1 —n=1
o
n:
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Abbildung 3: Links: f,,(x) = 2™, Rechts: f(x) Z0

(2) Der Raum Ra,b] mit L?-Norm || - || ist nicht vollsténdig, d.h. es existieren Cauchy-Folgen in
RJa, b], die keinen Grenzwert in R[a, b] haben. Beispiel: siche Abb. 3 (Rechts). Hier ist f(z) Z 0,
x € [a,b].

b
[ 1#@F dz =0 =172
aber f(z) ¢ Rla,b], denn

_limpo f(E+h) —limps o f(§ —h)
fl§) #0= 9 .

Definition 1.29 (Orthogonalitéit). f,g € R[a,b] heiffen orthogonal, wenn gilt (f, g) = 0.

Eine Teilmenge S C Rla,b] heift Orthogonalsystem, wenn alle Elemente aus S paarweise ortho-
gonal sind, d.h.

oy SRR =g .
(fz,fj)—{0 oy Vfi, fj €8S.

Satz 1.30. Die trigonometrischen Funktionen, fiir k£, € N

%@y:{l k=0

cos(kxz) sonst

s1(x) := sin(lx)

bilden auf R|a,b] beziiglich des L2-Skalarprodukts ein Orthogonalsystem und es gilt
2m 2w 2m
/ ck(z) doe = / si(z) dz = / cp(x)si(x) de =0
0 0 0
2m
/ crp(x)e(x) de = 7oy
0
2
/ si(z)si(z) do = 7oy
0

Hier sei

1 k=1
O := Kroneckersymbol.
0 k+#1




1. FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN INHALTSVERZEICHNIS

Beweis.
27 27 1 o
/ cp(z) do = / cos(kx) de = —sin(kz)] =0
0 0 k 0
27 27 1 21 1
/ sk(z) de = / sin(kz) de = ——cos(kz)] =-(1-1)=0
0 0 k 0 k

Damit folgt

2m 2m
/ cr(x)s(z) de = / cos(kzx) -sin(lz) dx
0 0 S~ =
u’ v
rt. Int. 1 2m 2 1
part. Int z sin(kx) - sin(lx) 7/ Z sin(kx) l cos(lz) dx
\\v,_/ 0 0 \_;7_./
=0
l 2m
= —— sp(2)e(x) do
k Jo

Fiir I = k gilt
2m 2m
/ cx(x)sg(x) de = —/ ck(x)sk(x) da
0 0
2m
= 2/ ck(x)sk(x) de =0
0
2
= / cr(x)sk(x) de =0
0
Analog folgt mit partieller Integration
2m 2
/ cr(z)e(z) de = f/ si(z)s(x) dz
0 k Jo
=k 2 27 27 27
= / cidx:/ sidx:/ (1—ci(x))dm:27r—/ ci(x) d
0 0 0 0
2m 2m
= / ci(z) da::ﬂ:/ s2(x) dz
0 0
Wenn k # [, dann folgt

27 27
/0 cp(x)g(x) de = %/0 si(z)s(x) do

2m

rt. 1nt. l2
part. nt cr(x)e(x) de

k2 J
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