
Kapitel 1

Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmäßige Konvergenz

Definition 1.1. Sei für n ∈ N, fn : D → R, D ⊂ R eine Funktion. Die Folge (fn)n∈N
konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : D → R falls ∀x ∈ D die Folge (fn(x))n∈N
gegen f(x) konvergiert, d.h.

∀ε > 0 ∃N = N(ε, x) > 0 s.d. |fn(x)− f(x)| < ε ∀n ≥ N.

Beispiel 1.2. (a)

fn(x) : [0, 2]→ R

fn(x) =


n2x 0 ≤ x ≤ 1

n

2n− n2x 1
n ≤ x ≤

2
n

0 2
n ≤ x ≤ 2

.

(fn(x))n∈N konvergiert punktweise gegen f(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 2].

x = 0: fn(0) = 0 = f(0)
0 < x ≤ 2: ∀n ≥ 2

x , fn(x) = 0 = f(x)

(b) fn(x) = xn, fn : [0, 1]→ R.

(fn(x))n∈N
n→∞−−−−−−−→

punktweise
f(x) =

{
1 falls x = 1

0 falls 0 ≤ x < 1
.

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig gegen f : D → R falls gilt

∀ε > 0 ∃N = N(ε) s.d. |fn(x)− f(x)| < ε ∀x ∈ D und n ≥ N.

Bemerkung 1.5. ∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀n ≥ N gilt

graph(fn) ⊂ ε-Umgebung von Graphen von f := {(x, y) ∈ D × R | |y − f(x)| < ε}.

Beispiele 1.2 (a) und (b) nicht gleichmäßig konvergent, zu (a): Für ε = 1
2 gilt

∣∣fn ( 1n)− f ( 1n)∣∣ =
n > 1

2

1
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Abbildung 1.1: fn(x) = xn und ihre Grenzfunktion
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Abbildung 1.2: Links: „ε-Schlauch”, Rechts: 1.2 (b) nicht gleichmäßig konvergent

Beispiel 1.6. fn : [0, 2]→ R, fn(x) := 1
n sin (2πn · x) konvergiert gleichmäßig gegen f(x) = 0.

| sin(2πn · x)| ≤ 1 ∀x ∈ R =⇒ fn(x)
n→∞−−−−→ 0 ∀x ∈ [0, 2] =⇒ punktweise Konvergenz.

Sei nun ε > 0, dann ∃N ∈ N mit 1
N < ε. Damit folgt

∀n ≥ N |fn(x)| ≤
1

N
< ε ∀x =⇒ gleichmäßige Konvergenz.

Bemerkung 1.7. Konvergiert fn : D → R gleichmäßig gegen f : D → R, dann konvergiert fn
punktweise gegen f . Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.2 (a) und (b).

Satz 1.8 (Gleichmäßiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Es seiD ⊂ R und fn : D → R
∀n ∈ N stetig in D. Sei (fn)n∈N gleichmäßig konvergent gegen f : D → R. Dann gilt: f ist
stetig in D.

Beweis. Seien x0 ∈ D und ε > 0. Zu zeigen: ∃δ > 0 ∀x ∈ D : |x−x0| < δ =⇒ |f(x)−f(x0)| < ε.

(fn)n∈N
n→∞−−−−−−−→

gleichmäßig
f =⇒ ∃N ∈ N s.d. ∀n ≥ N ∀x ∈ D gilt |fn(x)− f(x)| <

ε

3
.

fn stetig in x0 =⇒ ∃δ s.d. ∀x ∈ D gilt |x− x0| < δ =⇒ |fn(x)− fn(x0)| <
ε

3
.



1.2. DER FUNKTIONENRAUM C[A,B] 3

Zusammen: ∀x mit |x− x0| < δ gilt:

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f(x0)|
≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)|

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

1.2 Der Funktionenraum C[a, b]

Definition 1.9 (Maximumnorm ‖·‖∞). Es seiD ein beschränktes, abgeschlossenes Intervall
I = [a, b] und f : [a, b]→ R (oder C) stetig. Dann

‖f‖∞ := max{|f(x)| | x ∈ [a, b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a, b] beschränkt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (‖ · ‖∞ und gleichmäßige Konvergenz). Es sei D = [a, b] und f : [a, b]→ R stetig.
Dann gilt

(i) (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig gegen f : [a, b]→ R ⇐⇒ ‖fn − f‖∞ → 0, n→∞

(ii) Cauchy-Kriterium: (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig auf [a, b] ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N0 ∈ N,
s.d. ∀n,m ≥ N0 gilt ‖fn − fm‖∞ < ε

Beweis. (i) „ =⇒ ”: Sei ε > 0. Dann ∃N ∈ N s.d. |fn(x)− f(x)| < ε
2 ∀x ∈ [a, b] und ∀n ≥ N .

Damit folgt:

max
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| = ‖fn − f‖∞ <
ε

2
< ε =⇒ ‖fn − f‖∞

n→∞−−−−→ 0.

„ ⇐= ”: Sei ε > 0. Wegen ‖fn − f‖∞
n→∞−−−−→ 0 ∃N ∈ N s.d. ‖fn − f‖∞ < ε ∀n ≥ N . Damit

folgt ∀n ≥ N und ∀x ∈ [a, b]

|fn(x)− f(x)| ≤ max
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| = ‖fn − f‖∞ < ε =⇒ gleichmäßige Konvergenz.

(ii) „ =⇒ ” (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig auf [a, b], d.h. ∃f : [a, b]→ R s.d. fn
n→∞−−−−−−−→

gleichmäßig
f .

Sei ε > 0, dann ∃N0 ∈ N s.d. |fn(x)− f(x)| < ε
4 ∀n ≥ N0 und ∀x ∈ [a, b].

Damit gilt ∀n,m ≥ N0 und ∀x ∈ [a, b]:

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| ≤ ε

4
+
ε

4
=
ε

2

=⇒ max
x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)| = ‖fn − fm‖∞ ≤
ε

2
< ε ∀n,m ≥ N0.
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„ ⇐= ”: Sei ε > 0, dann ∃N0 ∈ N, s.d.

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞ <
ε

2
∀n,m ≥ N0 ∀x ∈ [a, b].

=⇒ (fn(x))n∈N ist eine Cauchy-Folge in R.
=⇒ (fn(x))n∈N konvergiert
=⇒ Definiere f(x) := limn→∞ fn(x), x ∈ [a, b].

Dann gilt ∀n ≥ N0, ∀x ∈ [a, b]:

|fn(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
=⇒ (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig gegen f.

Bemerkung 1.11. ‖ · ‖∞ erfüllt s.g. Normeigenschaften:

(N1) ‖f‖∞ = 0 =⇒ f(x) = 0, x ∈ [a, b] (Definitheit)

(N2) ‖αf‖∞ = |α| · ‖f‖∞, α ∈ R (Homogenität)

(N3) ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C[a, b] definiert durch

C[a, b] := {f : [a, b]→ R | f stetig },

ist mit ‖f‖∞ ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollständigkeit). Der Raum C[a, b] ist vollständig bezüglich gleichmäßiger Kon-
vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C[a, b] besitzt einen Limes in C[a, b]

Beweis. Rannacher

1.3 Integration und Grenzübergänge

Wichtige Frage: Wenn fn → f , gilt dann auch
∫ b
a
fn →

∫ b
a
f?

Satz 1.14. Seien fn : [a, b] → R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f : [a, b] →
R mit ‖fn − f‖∞

n→∞−−−−→ 0 (gleichmäßige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-
integrierbar und

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx.
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Beweis. fn
n→∞−−−−−−−→

gleichmäßig
f =⇒ f stetig =⇒ f Riemann-integrierbar.

Es gilt ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ b

a

(fn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ b

a

|fn(x)− f(x)|dx

≤ max
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| · (a− b)

= ‖fn − f‖∞︸ ︷︷ ︸
n→∞−−−−→0

(b− a)︸ ︷︷ ︸
beschränkt

.

Satz 1.15. Seien fn : [a, b]→ R stetige Funktionen (n ∈ N) und die Reihe
∑∞
n=0 fn konver-

giere gleichmäßig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (
∑N
n=0 fn)n∈N sei gleichmäßig

konvergent. Dann gilt:

f(x) :=

∞∑
n=0

fn(x) ∀x ∈ [a, b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und∫ b

a

f(x)dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx,

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. fn sind stetig =⇒
∑N
n=0 fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (
∑N
n=0 fn)n∈N konvergiert gleichmäßig, d.h.

f(x) =

∞∑
n=0

fn(x) stetig = lim
n→∞

(
N∑
n=0

fn(x)

)
gleichmäßiger Limes.

Es gilt ∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx =

N∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx+

∫ b

a

∞∑
n=N+1

fn(x)dx.

Die Reihe konvergiert gleichmäßig, d.h. ∀ε > 0 ∃Nε ∈ N, s.d. ∀N ≥ Nε gilt∣∣∣∣∣
∫ b

a

∞∑
n=N+1

fn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε · (b− a)
=⇒

∣∣∣∣∣
∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx−
N∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε
=⇒

∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx = lim
N→∞

∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

fn(x)dx.
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Korrolar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei
∑∞
n=0 an(x−x0)n eine reelle Potenz-

reihe mit Konvergenzradius ρ > 0. Dann konvergiert
∑∞
n=0 an(x − x0)n in jedem Intervall

[x0 − r, x0 + r] für 0 < r < ρ gleichmäßig und für [a, b] ⊂ ]x0 − ρ, x0 + ρ[ gilt∫ b

a

∞∑
n=0

an(x− x0)ndx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

(x− x0)n+1
∣∣∣b
a
.

Beweis. Nur die gleichmäßige Konvergenz für |x − x0| ≤ r ist zu beweisen: Für |x − x0| ≤ r,
r < ρ gilt:∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

an(x− x0)n −
N∑
n=0

an(x− x0)n
∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

an(x− x0)n
∥∥∥∥∥
∞

|x−x0|<r
≤

∞∑
n=N+1

|an| · rn

(∗)
≤

∞∑
n=N+1

(
1

ρ− ε

)n
· rn

=

∞∑
n=N+1

(
r

ρ− ε

)n
︸ ︷︷ ︸

<1

N→∞−−−−−−−−−−−−→
geometrische Reihe

0.

(∗): ρ = 1

lim sup n
√
|an|

, r < ρ− ε für ein ε > 0 =⇒ ∃N0 ∈ N, s.d. n
√
|an| < 1

ρ−ε ∀n ≥ N0
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