0.1. FOURIER-ENTWICKLUNG

0.1 Fourier-Entwicklung

Definition 0.1 (Periodische Funktionen). f : R — K heifit L-periodisch (L > 0) falls
flz+L)= f(z),Vx e R(= f(x+kL) = f(x), Yk € Z). Sei f periodisch und p > 0. Fiir

f(x) =f (Lx> gilt dann f : R — K ist p-periodisch
p

Variablentransformation

Beispiel 0.2. p =27

fovm =t (arom) =1 (oarr) 2 (o) =7

Hier betrachten wir deshalb nur 27-periodische Funktionen f : R — K. Weiterhin betrachen wir
Funktionen f : [0,27] — K, f € R[0, 27], 2m-periodisch.

Beispiel 0.3 (Trigonometrische Polynome). Fiir ax, by, € C betrachte

(ay cos(kx) + by sin(kx))

<]
=)
(=

fn(x) = D} +

k=1
n . %(akfibk), k Z 0
= > e mit ¢, = { %, k=0
k=—n %(a,k +ib_p), k<O
(+) : cos(z) = 2 (€7 + i), sin(z) = (¢ — &)
U IR
COS\T 2 e e 5 Sin(x 2Z e e

Fiir ag, bg, k > 0 ergibt sich ap = ¢k + c_k, bp = i(ck —C_k).

Bemerkung 0.4. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so kann man die Koeffizienten ay, by, cx
durch Integration ausrechen, d.h. ag, by, ¢ sind eindeutig.

1 27
ap = — f(z)cos(kz) dz, k>0
T Jo
1 27
b, = — (z)sin(kx) de, k>0
T Jo
1 2 .
Cr = oo ; f(x)e™™** dz, keZ

1 )
:?(f762kz), Ls-Skalarprodukt
T



Beweis. Sei zuerst 0 # A € R.
b

b b
/ e dy = / cos(Az) dz +i/ sin(Az) dz

a

by b
— —icos(Ax)

1.
= —sin(A\x) 3

A

a

b

a

1

Tt

1 .
E(cos()\x) + isin(Az))

a

_ 1 IAT
Y

a

2m
:>/ et dr=0 VkeZ\{0}
0

Dann ist
27 27
/ etk g—ikoxr 10 / ei(klka)z de = 0, falls k; 7& ko
0 0 2rr, falls ky = ko (= k1 — k2 =0)

= Behauptung fiir ¢;. Fiir ag, by gilt

1 27

ap = —

1 . .
(;E)f (61k1+671k1) dxzc_k+0k:bk'i
™ Jo 2

Bemerkung 0.5. Obige Formel gilt auch fiir

flx) = % + Z(ak cos(kx) + b sin(kx)) = Z cpet
k=1 k=—o00

falls die Reihen gleichméfig auf [0, 27] konvergieren.

Frage: Hat jede 2m-periodische Funktion die Form > ;_  cxe
nometrische Polynome approximieren? = Motivation fiir Fourier-Reihen.

ik oder kann man sie durch trigo-

Definition 0.6 (Fourier-Reihe). Sei f € Ra,b] 2m-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten
von f sind gegeben durch

1 27 - 1 -
— —_ —izk qp = — T
cei=en(f) = g [ f@)e T dr = (.0
Die (formale) Fourier-Reihe von f ist

oo

E Ckezkm

k=—o0
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mit der n-ten Partialsumme

sn(x) = su(f,x) = zn: cpe’h®

k=—n

Die Fourier-Reihe 14#t sich in der Form schreiben

?0 + Z (ay, cos(kz) + by sin(kx))

k=1
wobei

1 2

ap = — f(x) cos(kz) d
T Jo
1 2m

b, = — f(x)sin(kz) d
T Jo

Satz 0.7. Sei f € RJa, b] eine 2m-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten ¢y, k €

Zund s, ="}__ cxe’*. Dann gilt fiir alle n € N

2 2
If = sall® = IAI° =27 > Jexl®

k=—n

Beweis. Notation ey, (z) = etF*

27 27 _
(ex,e) = / etkeeike qp = / k=0 qg = 2m, k=1
0 0 0, k#I

1 o —ikx 1
Cr = oo f(x)e™™ do = 7(f7€k) = (f,ex) = 2mey
n n
(fisn) = Z (frexer) = Y @lfrex) = Z Cp2mey = 2m Z lex|?
k=—n k=—n k=—n k=—n
n n
(8ny8n) = Z Z ciCr - (ex, er)
k=—nil=—n ¢ 2 :{o. [y
o, k=1

Dann

If = sall® = (f = 0. f = 5n)
:(fvf)_(fasn)_(snvf)+(snu8n)

= ||fH2—27r Z x| — 27 Z |ek|® + 27 Z e

k=—n k=—n k=—n

n
2
= fI° —2m > el

k=—n



Satz 0.8 (Besselsche Umgebung). Sei f € R[0, 2] eine 27-periodische Funktion mit Fourier-
Koeffizienten ¢y, k € Z. Dann
. 2
3 i D el

k=—n

und
o0

n 2
'y il
2 lal=lm 3 el < o7

k=—o0 k=—n

Beweis. Aus Satz 77

2 2 2
2w Y lenl® = 1P = lf = sal® < 11
—_———

k=—n >0

Die Konvergenz folgt unter Beachtung der Monotonie und Beschrénktheit der Folge

n
D lenf?

k=—n

2
Bemerkung 0.9. Sei f € R[0, 27 27-periodisch und [|f — s, | %0, n — oo, d.h. die Fourier-
Reihe konvergiert gegen f in L?. Das ist nach Satz 77 dquivalent zu

n o0
2 . 2
1P =2m lim S e o P =20 3 Jel

k=—n k=—o0

Frage: Unter welchen Bedingungen fiir f gilt die Parsevalsche Gleichung

o0
2
AP =2 > el

k=—o00

mit den Fourier-Koeffizienten c;.
Ziel: Zeige die Parsevalsche Gleichung fiir die Fourier-Koeffizienten cy, {ex = e™** k € 7},
f € R[a,b] = Konvergenz der Fourier-Reihe in LZ.

Lemma 0.10. V¢t € R\ {27k|k € Z} gilt

- sin((n+3)t) 1
COS k = - — =
2 coslkt) = = Sy )
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Beweis. cos(kt) = % (eikt + e—ikt)

= %—i— icos(kt) = % i ettt

k=1 k=-n
2n
1 . )
— Ze¢ int Zezk,t
2
k=0
S~——
geometrische Summenformel
2n+1)it
I B i
2 1—eit
1 e—int _ e(n-‘rl)it
2 1—ett
Erweitern 1 6i(n+%)t — efi(nJr%)t
T2 gidt _ midt
: 1
_ Lsin((nt5)1)
= - T
2 sin(5t)

Lemma 0.11. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt fiir x € [a, b]
und s € R

R | " fy) sin(sy) dy

konvergiert gleichmifig gegen 0 fiir |s| — co und z € [a, b].

Beweis. Sei s # 0.

Fufa) = [ fw)sinsy) dy P2 - f(g) - cos(s)

) +/a %COS(Sy)f’(y) dy.

[, [ stetig auf [a,b)] = 3IM > 0,s.d.|f(y)| < M,|f(y)] < M mit y € [a,b]. Dann gilt
|Fs(z)| < 2‘—M + % -(b—a), Vx € [a, b]. Also konvergiert |Fs(z)| gleichmafig gegen 0 fiir |s| — oo

s

und z € [a, b]. O

Lemma 0.12. Es gilt =% = S $0) g5y « < 97 mit leichméfiger Konvergenz
) k=1 k g

auf allen Intervallen [4, 27 — ¢] fiir § > 0.




Beweis. Aus Hilfslemma ?7? folgt fiir 0 <z < 2r und n € N

i sin(kx) ZL cos(ky) d

k=1
= / (Z cos(ky)) d
T \k=1

Lemma 77 /“" sin((.n —|—1%)y) 1 dy
- 2sin (3y) 2

_ ["sin((n+ 3)y) 1
B /,r 2sin (%y) dy 5(% ™)
=:F, (z)

Z.7.. F,(z) konvergiert gleichméafig gegen 0 fiir n — oo. Die Funktion f(y) = ﬁ ist auf
sin b

dem Intervall [4, 27 — 0] stetig differenzierbar, weil § # 0 auf [4, 2m — 6], sodass aus Hilfslemma

77 folgt
F,(x) = w;sin nJr1 dy &% 0
)L 2sin (%) 2 v

fiir n — oo und z € [§, 27 — 4. O

Lemma 0.13. Die Reihe

i cos(kz) (v —m)? B 12
2 4 12

k=1

konvergiert gleichméfig Va,0 < z < 27. Insbesondere gilt fiir x = 0

> 1 2
2w

Beweis. Lemma 7?7 = Vz,y € (0,2m)

(z—m)® (y—mn)? Tt—m
4 4 :/y d

k=1
Im. Konv. 00 .
® st 77 * sin(kt)
5=y L dt
k=1"Y
2. cos(kx) = cos(ky)
- $olin) _$5 o
k=1 =1

yrest (x—7)2 o cos(kw)
4 N k2
k=1

+C Vz e (0,27),C konst
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Die Reihe Y 72, costke) onvergiert gleichmiifig auf [0, 27] mit Majorante > peq 7z Bestimme

k2
die Konstante C:

2 2 27 oo
(x —m) cos(kx)
/0 — dz = ; Z 2 +C | dx
k=1
3 s 27 27
k=10 0
=0
3
% =C 2r
2
7r
‘1

—cos(kz)  (z—m)? a2
— Z k2 = 1 *E, IEG(O,27T)

k=1

Fiir x = 0 oder x = 27 folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind
auf [0, 27] O

Lemma 0.14. Sei f Treppenfunktion, f € R[0,2n], 27 periodisch. Dann s, — f in
n—o0
L?[0,27], d.h. Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Zunichst Spezialfall
1, 0<z<a
falz) =<05, z€{0,a}
0, O0<x<2m

Es gilt ||fa||2L2 = 027'r \fa|2 dx = foal dz = a.

fa(z)

1 b— _

05 e e o e o

a 2m2n +a drdm +a




Fourier-Koeffizienten:

a
g = —
0 2
L7 et
L = — «(T)e T
b 2m Jo
(1Y il
2w \ ik 0
1 i —tika
= — — 1
or ( zzk;) (c )
k#0 i —ika
= 1
21k ( )
Fiir k£ # 0 gilt
2 _ 1 —ika 1 ika 1
|Ck‘ = An2k2 (e - )(e - )
:lieikaie—ika+1
B 1 ) eika +e—ika
272k 2
1
=532 (1 — cos(ka))
— 2 a’ — 2 2
> el = et (le—k|* + lex]?)
k=—o0 ~~ k=1
ag
cos(—ka)=cos(ka) a® > 2
= ) + Z 5252 (1 = cos(ka))
k=1
a 1 1 =
=12t Z e Zcos(ka)
k=1 k=1
—— N ——
:% _(a—m)? _7{72
a2 1 (a—m? 1
— -|— _ — + I
472 6 472 12
-
T or
— 21 Y el =a=|fallr
k=—o00

n
S e
B | fu = salfollFe = Il =27 3 Jeuf? 2250

k=—n

Sei f € R[0, 27| eine beliebige 2m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen

a; € (0,2m) j=1,...,1
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Jede Treppenfunktion f lafst sich schreiben als

Zd fa] ),z € [0,27]

Spezlalfunktlon (als fa(x))
fa, Spezielle Treppenfunktion mit Sprungstelle a = a; und f,,(x) € {0,1} Vj,z # a;. Dann

HfaJ Sn fa,)H L.2> 0,n — oo. Betrachte

l
= d;sn(fa,)
j=1

und

l l
1F = suO =S dj(Fa, = su(fa, || < D 1ds1 | fay, = 50 (fa,)|| = 0, n — 00
j=1 j=1

2
L%

Satz 0.15. Sei f € R[0,27] eine 27m-periodische Funktion. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Parsevalsche Gleichung (sog.

Vollstandigkeitsrelation)
1 2m ) o )
5 | H@Ed= Y o
—_——

k=—o0

=712

Beweis. O.B.d.A. sei f reellwertig (sonst werden Real- und Imaginérteil getrennt behandelt) und
|f(z)] < 1Vx € [0,27] (sonst betrachte f(z) := f(gg) M = sup |f(x)]). Sei € > 0. Dann gibt

x€[0,27]
es zu € 2m-periodische Treppenfunktionen ¢., 1. : R — R mit Eigenschaften

“1<p.<f<t¢.<1

und
1

mg[loagir] W’e( ) 905( )| > ﬁg

Konstruktion von ¢., 1. siehe Rannacher. Dann,

|f — <»05|2 < e — 806|2 < ([0e] + leel) (e —0e) < 2(the — c)

ONPS
|<Pa|<1
und
9 2T 9 2T 62 82
IF el = [ If—ePdoze [ we-p)de<a =
0 0 Y5 4

Weiter gilt: ¢. Treppenfunktion 2%, Fourier-Reihe von ¢. konvergiert gegen . in L2, d.h.

Ve > 03n.: Vn>ne: |lsn(pe) — @e| <

DN ™
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Aus Satz ?7 folgt

If = 0) = sulf =) <= el < 5

Dann gilt Vn > n,

”f - Sn(f)” = ”f - sn(f - 906) - Sn(@e) — Pe + QOEH
S = @e) = snlf = )l + llpe — snlee)ll

E.E
-2 2
=¢

— sn(f)L—2>f,n—>oo

O

Bemerkung 0.16. Konvergenz in L? ist ,sehr schwach“. Fiir ,glattere“ Funktionen konvergiert
die Fourier-Reihe gleichméfig.

Satz 0.17. Sei f: R — C 2w-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar, d.h. 3
Unterteilung von [0, 2]

O=to<t1 < - <ty =27

mit f ‘[t'_1 . ist stetig differenzierbar fiir j = 1,...,m. Dann konvergiert die Fourier-Reihe
von f gleichméafig gegen f.

Beweis. f stetig = f € R[0,2r] == Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f in L2
d.h. ||sn( ) — [l z, 0, n — oo. Betrachte ¢ : R — C,¢(z) = ¢j(z), = € (tj-1,t;), ¢; :
[tj—1,t;] — C stetige Ableitung von f’[t YRR Definiere ¢ in t; entsprechend (moghch da ¢
eine stiickweise stetige Funktion ist). Deﬁmrﬁtion von R[0,2nr] = ¢ € R[0,2n] = Fir

die Fourier-Koeffizienten von ¢ gilt: v == 5= fozﬂ ¢(z)e~ ™ dz und 3, oy [l = 5= [lo])* < oo
Berechne Fourier-Koeffizienten ¢, von f

1 2
=5 [ e do
part.Integr. —ikx 2 1 —ikx
= —f(x) o f( ) dz
0
~ ¢(I)
—i 2m "
=57 o(x)e™ " dx
_ =t
=k Tk

1
= |ex| = Ehk‘
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Es gilt |a- 8] < ]al® + 1|B]2, da Quadrate grofer 0 sind

oo

= Ylal<y Y mts > <o
k=—oc0 k

k=—o0 =—00
[eS)

= Z |c| absolut konvergent

k=—o00

Fourier-Reihe von f

konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion g, die stetig ist. Also s, (f) LLLN g, n — oo, =

2 2
sn(f) L, g, n — oco. Andererseits s, (f) L, f,n— o

= |f—gll2=0
= f =g, weil f und g stetig sind

= sn(f)ﬂ)f,n%oo
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