Satz 0.1 (Charakterisierung abgeschlossener Mengen). Sei A C K. Dann gilt

A abgeschlossen <= Ist (x(k))keN konvergente Folge in A mit lim 2 = a, dann a € A.

k—o0

Beweis. e  —>“ Sei A abgeschlossen und (a:(k)) cn konvergente Folge in A mit

k

lim z® = z.
k—oc0

Ang.: x ¢ A, dh. x € A®. Da A“ offen, folgt, es ex. ein ¢ > 0, s.d. K.(z) C A®. Mit
x = klim ™) folgt, dass fast alle Folgenelemente #*) in K (z) C AC liegen.
c—00

Widerspruch zu: (x(k)) C A. Damit folgt z € A.

keN
o < Sei A C K" s.d. alle konvergenten Folgen in A einen Grenzwert in A haben.
Zu zeigen: AC offen. Sei z € A® beliebig. Dann g.z.z.: 3¢ > 0 s.d. K.(z) C A“.
Ang.: A® nicht offen. Dann ex. Vk € N ein Punkt z(*) mit 2(*) € An K. (). Dann ist
2 € AVk € Nund ||z — 2| < 1. Damit folgt

pk) koo Vorr oy $ — A% offen = A abgeschlossen.

Definition 0.2 (Randpunkt). Sei M C K™ eine Teilmenge. Ein Punkt a € K™ heifit Rand-
punkt von M, falls in jeder Umgebung von a sowohl ein Punkt von M, als auch ein Punkt
von MY =K"\ M liegt.

Die Menge aller Randpunkte von M heifst der Rand von M, bezeichnet mit 0M.

Abbildung 1: Randpunkt einer Menge M C K"

Beispiel 0.3. (1) Fir I € {[a,}[,[a,b], ]a,b], |a,b] } gilt I = {a, b}.
dla, o0 = {a}
dla, 0o = {a}
(2) Fiir K1(0) gilt

OK1(0) = 0{z e R" | ||z|| < 1}
= {zeR"[|z| =1}
“Einheitssphaére,,.



(3)

Q Cc R, 0Q = R, weil in jeder Umgebung eines Punktes in Q, gibt es rationale und
irrationale Zahlen. Der Rand von R ist leer.

Definition 0.4 (Inneres, Abschluss). Sei M C K"

e Die Menge M*° := M \ OM heifst das Innere von M.
e Die Menge M := M U OM heikt der Abschluss von M.

Satz 0.5 (Inneres ist Offen, Abschluss ist abgeschlossen). Sei M C K.

(i) Die Menge M = M UOM ist abgeschlossen. M ist die kleinste abgeschlossene Menge,

(iii) Der Rand OM ist abgeschlossen.

(i) Die Menge M° = M \ OM ist offen. M° ist die grofte offene Menge in M.

die M umfasst.

Beweis. (1) Z.z.: M \ OM offen.

(iii)

Sei x € M \ OM beliebig, dann ex. ¢ > 0, s.d. K.(z) C M (= K.(x) N MY = (), sonst
wire x € OM.

Fiir dieses ¢ gilt auch K.(x)NOM = ), denn falls z € K.(z) NOM existiert, dann ist K. (x)
Umgebung von z und folglich K. (z) N MY # (.

Damit folgt:
K. (z) C M\ OM = M\ OM offen.

Sei U C M offen, dann ist analog U N 9M = (). Damit gilt U C M \ M. Da U beliebig,
folgt damit M \ OM =: M° ist grofte offene Teilmenge von M.
Z.z.. M UOM abgeschlossen.

Betrachte M = K™\ M. Nach Definition des Rands gilt 9M ¢ = dM. Damit folgt mit (i),
dass M¢\ OM offen ist. Dann

=0MC
(ME\OM)® =KK™\ (MY \ oM) = (K* \ M®)UOM = M UOM.
N———
=M
D.h. M UOM ist abgeschlossen.

Sei V € K™ abgeschlossen mit M C V. Dann gilt V¢ ist offen und V¢ ¢ M. Damit folgt
mit (i):

VE c MO\ IMC = M\ oM — K"\ (M®\doM)=(MUIM)C V.
~~ S—~—
offen =0M
Da V beliebig, folgt damit M U 9M ist kleinste abgeschlossene Menge, die M umfasst.
Mit OM = (M UOM) \ (M \ OM) folgt
K\ oM = K"\ (M UIM))U(M\ oM).
offen offen

Damit ist K™\ OM offen, also OM abgeschlossen.




Definition 0.6 (Kompaktheit). Eine Menge M C K" heift kompakt (folgenkompakt),
wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Beispiel 0.7. (i) Sei
(x(k)) c K, zk) 2 o
k€EN

Dann ist A := {z(*) | k € N} Uz kompakt.

(ii) ]0,1[ ist nicht kompakt, denn (ﬁ)keN clo,1f, 5= LEiaNG)

k—o0

Auch: (1 - %)keN clo,1f, 1 -4 —=1

Definition 0.8 (Uberdeckung). Eine Familie (U;);c; von Teilmengen U; C K™ heifit Uber-
deckung von M, falls gilt

Mc|Ju.
icl
Eine Uberdeckung heift offen bzw. abgeschlossen, wenn alle U; offen bzw. abgeschlossen
sind.

Satz 0.9 (Charakterisierung von Kompaktheit). Sei M C K™ eine Teilmenge. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist folgenkompakt

(ii) M ist beschrankt und abgeschlossen

(iii) Jede offene Uberdeckung (U;),.; von M enthilt eine endliche Uberdeckung von M, d.h.
es existieren endlich viele Indizes i1, ..., i, € I, s.d. M C (U;, U...UUj;, ) (sogenannte
Uberdeckungseigenschaft von Heine und Borel).

Beweis. e (i) = (ii): Sei M C K" folgenkompakt. Dann existieren fiir alle konvergenten
Folgen (x(k))k ey © M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M. Damit liegt auch

der Grenzwert von (z(®)), _in M. Also ist M abgeschlossen.

keN
n— o0

Ang.: M ist nicht beschrinkt. Dann ex. eine Folge (x(k))keN mit ||z || 2= co. Damit

hat (x(k))k cn keine konvergente Teilfolge. Widerspruch zur Kompaktheit von M. Also ist
M beschrankt.

e (ii) = (i): Sei M C K" beschrankt und abgeschlossen. Dann folgt mit ??, dass alle
j—o0

Folgen (:U(k))k en C M beschrankt sind und eine konvergente Teilfolge (x(ki ))j ey T
besitzen. Da M abgeschlossen ist, folgt © € M.

Also ist M folgenkompakt.

e (ili) == (i): Sei M C K" und M besitze die Uberdeckungseigenschaft. Sei weiter
(#®), oy © M beliebig.
Z.z.: Es ex. eine konvergente Teilfolge (:C(kj))jeN mit z(5) 2% 2 e M.
Ang.: Solche Teilfolge existiert nicht. Dann gilt: Vo € M existiert eine offene Umgebung U,
von z, die nur endlich viele Folgenelemente von (x(k)) enthalt (wéren in jeder Umgebung
von x unendlich viele Folgenelemente, dann existiert eine konvergente Teilfolge).



Damit ist M = |J, ¢, Ur eine offene Uberdeckung, d.h. es existiert nach Vorr. eine endliche
Uberdeckung von M, d.h. eine endliche Menge I mit

{wilzieMiel}=M;sd Mc | U,
z;€M;
Da Vi € I U, nur endlich viele Folgenelemente enthélt, enthélt M endlich viele Folgenele-
mente von (x(k))keN, d.h. (x(k))keN ¢ M %
Also existiert eine Teilfolge (ﬂc(ki))jeN mit 2*) F2% o e M

(i) = (iii): Sei M beschriinkt und abgeschlossen und sei {U;,i € I} eine offene Uber-
deckung von M.

Zu zeigen: Es existiert eine endliche Uberdeckung von M.

Ang.: Eine solche Uberdeckung existiert nicht. Konstruiere induktiv eine Folge von be-
schrankten, abgeschlossenen Wiirfeln in K™:

QoDQRQ1DQxaD....
mit
(1) M N @Q; wird nicht durch endlich viele U;, tiberdeckt.
(2) Kantenlidnge von @,, = 2™ Kantenldnge von Q.

Sei @ beschrinkter abgeschlossener Wiirfel in K™ mit Kantenldnge L, s.d. M C Q. Setze

L

Abbildung 2: Abgeschlossener Wiirfel (Q C K™ mit Kantenlénge L und M C Q

Qo = @, Kantenldnge von Qg = L. Sei Q,, bereits konstruiert. Sei
Qm =1 xIrx...x1I,.

Léange (1) = Kantenlénge (Q,,) Vk = 2L

Wir zerlegen jedes I; in 2 abgeschlossene Intervalle mit halber Lange Ii(l) und 152) und
setzen fir (s1,...,s,) € {1,2}"

Qo1rtn = Il(sl) X ..ox I,
Wir erhalten 2™ Wiirfel mit

Qm = U le,...,sn).

(81,--,8n)€{1,2}"
Da M N @y, nicht von endlich vielen U;, iiberdeckt wird, gilt dies auch fiir einen Wiirfel
Qo 1= Q).

Es gilt fiir die Kantenléinge (Qm+1) = 3 Kantenlénge (Q.,) = 2—(m+),



Fiir k¥ € N wéhle 2(®) € Qi N M. Damit ist (x(k))k
Konstruktion von @1, @2, ...

cy €ine Cauchy-Folge in K", da nach

||x(l) — x(’f)” <27™L, Vi, k> ng.

k—o0

Damit folgt %) =% 2 € M und z € Uier Us, weil M C U, Us. Also existiert ein iy,
s.d. z € U;, liegt. Damit liegen fast alle @), in U;, . Das heiftt fast alle M N @, liegen in
U,, . Widerspruch zur Annahme, dass eine endliche Uberdeckung nicht existiert.

Also existiert eine endliche Uberdeckung von M.
O

Bemerkung 0.10. Wichtige Voraussetzung fiir die Uberdeckungseigenschaft von Heine und
Borel ist, dass K™ endlich-dimensional ist.

In unendlich dimensionalen Banach-Réumen wie z.B.: C[a, b] ist dies nicht mdoglich.

Korrolar 0.11. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in K™ ist ebenfalls
kompakt.

Beweis. Sei M C K™ kompakt und A C M abgeschlossen. Wegen 0.9 ist M beschrankt. Damit
ist auch A C M beschrinkt und somit nach 0.9 kompakt. O



