0.1. MITTELWERTSATZ

0.1 Mittelwertsatz

Bemerkung 0.1. Reminder:

(1) Ist f: [a,b] — R differenzierbar, dann gilt (HDI):

Kettenregel

/1 f'(x+sh)-hds
0

- (/Olf’(x—f—sh)ds)~h.

(2) Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 37 € (0,1) sodass:

f@+h) = flz) = f'(z+7h)-h.

flz+h)— f(x) :/0 %f(x+sh)ds

(3) Sei A= (a”)m]"1 : [a,b] — R™*"_ Dann sei:

/abA(s)ds - (/b az,j(s)ds>

m,n

ij=1

Satz 0.2 (Mittelwertsatz). Seien D C R™ offen, f : D — R stetig differenzierbar, sei z € D
und h € R™ sodass x + sh € D, fiir s € [0,1]. Dann gilt:

T

Fl@+h)— f(h) = (/01Vf(:c+sh)ds,h>2— (/01Vf(x+sh)ds> h.

Sei f: D — R™ stetig differenzierbar, mit Jacobi-Matrix J;(x), dann gilt:

flx+h)— (/ Jy(x+ sh)d )h

Beweis. Sei f: D — R™. Sei g; : [0,1] = R, g,(s) = fj(x + sh). Dann gilt:

1
Bt 1) = 50 =00 - 550 "2 [ gis)as ozt [ Z Oita 4 oh)-hods.

Ist m =1, so gilt:
flx+h)— :/ Z
=1

_ (/O Vf(ac+sh)ds,h)2

Ist m > 2, so gilt analog zu oben:

n

Zl(/olgji(x—i—sh)ds)%i

flx+h)— flz) = (/OlJf(x—Fsh)ds) - h.



Bemerkung 0.3. Fiir m =1, d.h. f: R" D D — R gilt sogar fiir ein bestimmtes 7 € (0, 1):
1
flx+h)— f(z) = / (VT f(z +sh)-h) ds = VT f(z+Th) - h.
0

Fir m > 2 im Allgemeinen aber nicht (da 7 € [0, 1] nicht fiir alle Komponenten gleich gewéhlt
werden kann):

flx+h)— f(z) # Jp(z+Th) - h.

Lemma 0.4. Seien v : [a,b] = R™ und A : [a,b] — R™*™ stetig. Dann gilt:

‘/ab”(s)ds S/abv(S)Ilz ds, ‘/;A(s)ds

Beweis. Sei u € R", u = fb v(s)ds = und K = ||u||,. Dann gilt:

b
< / 1A(s)], ds
2 a

K2 () (/abv(s)ds,u> :/b (v(s), ), ds

2 a
csuU b b
< / ()l - lull, ds = K - / (sl ds

b b
| vsras E 1@, as.

Der Beweis fiir A(s) folgt ganz analog mit u = ffA(s) ds € R™*™, O

Definition 0.5. D C K" heifit konvex, genau dann wenn: fiir alle 2,2’ € D und fiir alle
Ae0,1]gilt A-xz+ (1—MNa' € D.

Geometrisch: Fiir zwei Punkte in D liegt die Verbindungsstrecke der beiden Punkte stets
ganz in D.

Korrolar 0.6. Seien D C R" offen, f : D — R stetig differenzierbar. Sei x € D und ¢ > 0
sodass K.(z) C D. Dann gilt:

1fy) = f@)ll, <M-lly—=l, VyeK.

mit M = sup,ck_) ||/ (2)ll,, das heift f ist lokal Lipschitz-stetig.
Sei D konvex, dann gilt

1f(y) = f@)lly <M-lly—zl, Ve,yeD

mit M = sup_p ||.J;(2)||,, das heift f ist auf D Lipschitz-stetig.




0.2. TAYLOR-ENTWICKLUNG 3

Beweis. Aus obigem Lemma folgt:

1 1
/ Ji(x + sh)hds g/ | J¢(x + sh)ll, ||h]|, ds
0 2 Jo

1
S/ [J¢(@ + sh)lly [|hlly ds < sup [|Jf(x + sh)|, - [|7]l,
0 0<s<1

<M-|lz+h—z|,.
2

|ﬂx+m—fumb=Héﬂg@+ﬁmhm

Sei D nun konvex. Fiir z,y € D gilt dann:
z=ty+(l—tiz=x+tly—x)e D, tel0,1].
Sei g(t) = f(z + t(x —y)) fir ¢ € [0,1]. Dann gilt fiir ¢ € {1,...,m}:

8fzx+8< ))(

fily) — fi(@) = g:(1) - m>—A% m—/

yj —xj)ds.

Und damit in Vektorform:

@) — £l H/=n sly—a))- (y - @) ds
2
Lemma
< Alwﬂx+dyfﬂ)4yfwmds
1
< A\Uﬂw+dy—@ﬂbwy—ﬂbds
< sup s+ s(y— )y Iy — =l
0<s<1
D konvex

< sup [Jp(R)llyc ly =2l =M -y =zl
z€D

O

Bemerkung 0.7. Obige Lipschitz-Konstante liefert eine Abschitzung fiir die Ableitungen /
Jacobi-Matrix von f.

0.2 Taylor-Entwicklung

Bemerkung 0.8. Reminder - Héhere Ableitungen:

(1) Sei D C R™ offen, f: D — R™ partiell differenzierbar. Seien alle partiellen Ableitungen

0i f1
Oif :D—R"™, 0;f = : , Oif =
aifm

wieder partiell differenzierbar. Dann ist f zweimal differenzierbar auf D (mit Ableitungen
8j8if, 1,J € {1, ,n})

Allgemein: (induktiv) f : D — R™ ist (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn f k-
mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung 8 wOin_q 04y
(ik—1,...,11 € {1,...,n}) partiell differenzierbar sind.

0
al’i

f



(2) f:D — R™ ist k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar ist und
alle partiellen Ableitungen der k-ten Ordnung stetig sind (f € C*(D,R™)).

(3) Es gilt:

feCYD,R™) <= 0;f:D — R™ist stetig Vi € {1,...,n}
<~  0;fr: D — Rist stetig Vi € {1,...,n},k € {1,...,m}
<= f ist total differenzierbar in D und x — Jy(x) = (9;fx)ix stetig

(4) Ist f € C*(D,R™), dann sind die Ableitungen der k — I-ten Ordnung 0;, ,...0;, f : D —
R™ total differenzierbar, weil stetig partiell differenzierbar. Also ist 9;, _,...0;, f stetig und
damit sind also alle Ableitungen k — 1-ter Ordnung stetig. Ananolg folgt induktiv, dass alle
Ableitungen j-ter Ordnung mit j < k stetig auf D sind.

(5) Seien D C R™ offen, f : D — R™. Existieren 0;f,0;f und 0;0;f auf D (4,5 € {1,...,n})
und 0;0; f stetig in a € D. Dann existiert 9;0; f und es gilt

9;0;f(a) = 00, f(a).
(6) Seien D C R™ und f € C*(D,R™). Sei 7 € Sy, eine Permutation, dann gilt:
8“8“]” = 8”(,6)...8”(1)]", Vi1, ..., ik € {17 ,n}

Reminder - Taylor-Entwicklung in R:

(1) Sei f: (a,b) - R r-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:
T (g
fleny = T R ),
k=0 '

(2) Fiir das Restglied in Lagrange-Form gilt (9 € (0,1)):

fOtY(z +06h) ,
RS Ry =21 T T R0+
7‘+1($’ ) (T’ ¥ 1)|

(3) Fiir das Restglied in Integral-Form:

hr+1 1
. / FUH (@4 th)(1 — )" dt
: 0

Rerl (xv h) =
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