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4.6.1 Umkehrabbildungen



Kapitel 1
Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichméifiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen

konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vo € D die Folge (fn())nen
gegen f(x) konvergiert, d.h.

Ve >0 3N =N(g,z)>0sd |fo(x)— f(z)|<e Vn>N.
Beispiel 1.2. (a)

fa(x): 0,2 = R

n°x OSxS%
fn(x) on — nx %Sxﬁ%.
0 2<x<2

(fn(2))nen konvergiert punktweise gegen f(z) =0 Va € [0, 2]
x=0: fn(0) = 0= f(0)
0<z<2:Vn>2 f(z)=0=f(z)

() folz) =2, fu: [0,1] = R.

(HWD%NViﬁLAf@_{l falls = 1

punktweise 0 falls 0 <z<l ’

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve>0 3IN =N(e)sd. |fu(z)— f(z)]<e Vxe€Dundn > N.
Bemerkung 1.5. Ve > 0, 3N = N(e), Vn > N gilt

graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f :={(z,y) € D xR ||y — f(z)| < e}.

Beispiele 1.2 (a) und (b) nicht gleichméfig konvergent, zu (a): Fiir e = % gilt |fn (%) —f (
n > %

D=
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Abbildung 1.1: f,(x) = 2™ und ihre Grenzfunktion
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Abbildung 1.2: Links: ,,e-Schlauch®, Rechts: 1.2 (b) nicht gleichmifig konvergent

Beispiel 1.6. f,: [0,2] = R, f,(z) := Lsin(27mn - z) konvergiert gleichméRig gegen f(z) = 0.

n—oo

|sin(2mn - z)| <1 Ve e R = fu(z) —— 0 Vz €]0,2] = punktweise Konvergenz.
Sei nun € > 0, dann AN € N mit % < e. Damit folgt

1
VYn >N |fo(2)] < N <& Vo = gleichméikige Konvergenz.
Bemerkung 1.7. Konvergiert f,: D — R gleichméfig gegen f: D — R, dann konvergiert f,

punktweise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, siehe 1.2 (a) und (b).

Satz 1.8 (GleichméRiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Essei D C Rund f,,: D — R
VYn € N stetig in D. Sei (fy,)nen gleichméfig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist
stetig in D.

Beweis. Seien zp € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vx € D: |[z—x| <6 = |f(x)— f(z0)| < e.

(fa)neny —=2 5 f = INeNsd.Vn>N Vze D gilt |fo(z) - f(z)] < =

gleichméafBig 3 '

fn stetigin g = 30 s.d. Vz € D gilt | — 20| <0 = |fn(z) — fu(z0)] < g
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Zusammen: Vo mit |z — xo| < ¢ gilt:

|F(@) = F(@o)| = [F(@) = Fa(@) + fa(2) = falzo) + Falxo) = f(0)
< [F(@) = Fa@)| + | (@) = Falxo)| + [ Fa(xo) = f(0)
P
-3 3 3
=E£.

1.2 Der Funktionenraum C|a, b|

Definition 1.9 (Maximumnorm |||/ ). Es sei D ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall
I =la,b] und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[fllo = max{|f(z)[ | 2 € [a,b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a, b] beschrankt
und abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (|| - || und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a,b] — R stetig.
Dann gilt
(i) (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f: [a,b] = R <= ||fn — flloo = 0, n = 0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b] <= Ve > 0 IN; € N,
s.d. Vn,m > No gilt [|fn — finlloo <€

Beweis. (i) ,, = Sei ¢ > 0. Dann 3N € N s.d. |f,(z) — f(z)] < § Vo € [a,b] und Vn > N.
Damit folgt:

g
—<e = |Ifn— flloo ==50.

max |fp(z) = f(2)| = [[fo = flleo <

z€[a,b] 2

, <= Sei e > 0. Wegen || fn — flloc ——=+03IN € Ns.d. ||fn — flleo <& ¥n > N. Damit
folgt Vn > N und Vz € [a, b]

|fn(z) — f(2)| < m[a)}:)] [fn(@) — f(@)| = |fn — flloo <& = gleichméafige Konvergenz.
r€E|a,

(i) ,, = “ (fn)nen konvergiert gleichméfig auf [a,d], d.h. 3f : [a,b] = Rs.d. f, %
gleichmiRig

Sei € > 0, dann 3Ny € N s.d. |fn(z) — f(2)| < § Vn > Np und Vz € [a,b].
Damit gilt ¥n,m > Ny und Vz € [a, b]:

3 9 9
Fal@) = Fnl@)] < 1fala) = F@)] + @) — f@)] < 5+ 5 =5

e
g mrél[%)é] |fn(x) - fm(x)‘ = an - fm”oo < 5 <e Vn,m > Nj.
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, <= Seie >0, dann INy € N, s.d.
g
[fa(@) = fm(@)| < |lfa = fmlloc < 5 VR,m 2 No Yz € a,b].

= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.
= (fn(2))nen konvergiert
= Definiere f(z) = lim, o0 fn(z), x € [a,b].

Dann gilt ¥n > Ny, Vz € [a, b]:
|[fr(x) — f(x)] = lim |fo(z) — fin(2)] < % = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r oo

O

Bemerkung 1.11. || - ||o erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) |[fllec =0 = f(2) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) |laflloo = || “ | flloos @ € R (Homogenitét)

(N3) [lf + glloe < [Iflloc + llglloc (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum C|a, b] definiert durch
Clab) = {f [a,b] R | f stetig )

ist mit || f|lco ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstandigkeit). Der Raum Cla, ] ist vollstdndig beziiglich gleichméfiger Kon-
vergenz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C|a, b] besitzt einen Limes in C|[a, ]

Beweis. Rannacher O

1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f,, — f, gilt dann auch f: Jn — fab f?

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] —
R mit [|f — flloo 2700 (gleichméfige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-

integrierbar und

b b b
ILm fn(x)dx:/ f(x)dx:/ ILm fn(x)dz.

a
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n—oo

Beweis. f, f = f stetig = f Riemann-integrierbar.

gleichméafig

Es gilt

< [ [fal@) = flz)|de

a

< max |fu(2) — f(2)] - (a =)

z€[a,b]

—_———— ——

2o, beschrankt

Satz 1.15. Seien f,,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe Y~ , f,, konver-

giere gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (Zg:o frn)nen sei gleichméfig
konvergent. Dann gilt:

an Va € [a,b].

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/bf(x)d:l;: i/bfn(x)dx
/an iz = /fn

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig — Z _o Jn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (Zg:() frn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

(x) = an( ) stetig = hm <Z fulx > gleichméfiger Limes.
n=0
Es gilt

/Gan z)de = /fn dx+/ab i fo(x)da

n=0 n=0 n=N+1
Die Reihe konvergiert gleichméfig, d.h. Ve > 0 9N, € N, s.d. VN > N, gilt

/ Z fo(x)dz| <e-(b—a)
4 n=N+1
p oo
= fn d - fn d =
[ Srose=3 [ i
b o o b
= an(x)dle\}gnOOZ/ fulx)dz = Z/ fn(x)dx
a n=0 n=0va n—o”a
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Korollar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei Y.~ an (2 —20)" eine reelle Potenz-
reihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert ZZOZO an(z — xp)™ in jedem Intervall
[xo — ry@o + r] fiir 0 < r < p gleichméfig und fir [a,b] C |xo — p, xo + p gilt

p ') a b
/a S ane—mo)da = Y (= )|
n=0 n=0

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir |z — xg| < r ist zu beweisen: Fiir |z — zo| < 7,
r < p gilt:

oo N o9
Z an(x — 29)" — Z an(z —xz0)"|| = Z an(z — 20)"
n=0 n=0 00 n=N+1 0o
|lz—zo|<r
< D lanfr”
n=N-+1
(x) > 1 n
3 (5)
n=N+1 p—¢&
) n
_ Z ( T > N—o0 0
p—E& geometrische Reihe
n=N+1. ,
<1
(x): p= m, r<p—cfireine >0 = 3INg €N, sd. {/|a,| < ﬁ Vn > Np O

Jetzt: Fourier Analysis!

1.4 Der Funktionen-Raum R]a, b]

Definition 1.17. Eine f: [a,b] = C, [a,b] C R heift Riemann-integrierbar auf [a, b], falls
Re(f) und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Man setzt

/abf(x)dx = /abRef(x)dx +i/ab1mf(x)dx.

Bemerkung 1.18. 1. Analog: Definitionen von uneigentlichen Riemann-integralen fiir kom-
plexwertige Funktionen

2. Die Rechenregeln f+r das reelle Riemann-integral {ibertragen sich auf komplexwertige In-
tegrale, insbesondere gilt:

[ T@ae = [ @er@) i ms@) as
:/abRef(x)dw —z'/ablmf(m)dw

/abf(x)dx.
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Definition 1.19. Eine Funktion f: [a,b] — K (K = R oder K = C) heifit stiickweise stetig,
falls

) f in [a,b] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig und beschrénkt ist

2) in jeder dieser Unstetigkeitsstellen £ € [a, b] die links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte
= li + h).
f(€2) = Jim f(¢ )

existieren. Fiir £ € (a,b) wird

gesetzt.

Bemerkung 1.20. Stiickweise stetige Funktionen sind Riemann-integrierbar

Die Menge der in diesem Sinne auf [a, b] stiickweise stetigen (Riemann-integrierbaren) Funktionen
bilden einen Vektorraum R[a, b].

Definition 1.21. Wir definieren

) = / f(x)g(zx)dz (,,Sesquilinearform®).

Dies ist wohldefiniert da fiir f, g € R[a,b] das Produkt f(z) - g(z) € R[a, b] ist.

Definition 1.22 (Skalarprodukt). Sei V' Vektorraum iiber K. Die Abbildung <

,o > VX
V' — K heiftt Skalarprodukt auf V, falls Vu,v,w € V und o € K gilt:

(S1) (v,u) = (u,v) (Symmetrie, hermitesch falls K = C symmetrisch falls K = R)
(52) (aw,u) = a(v,u)

(v, au) = av,u)

(v, u+w) = (v,u) + (v, w)

(v +u,w) = (v,w) + {(u,w)

(S3) Positivdefinitheit: (v,v) >0
(v,v) =0 <= v=0

Bemerkung 1.23. Auf R[a, b] besitzt (-,-) die Eigenschaften eines Skalarprodukts, denn es gilt
VO‘7B € C: \V/fag € R[aab]v flaf2 € R[a7b]7 g1,92 € R[(l, b]

(1) (afi+ Bf2,9) = (af1,9) + (Bf2,9) = alf1,9) + B(f2,9)
(2> (f7 agi + ﬂg2> (f7 agl) (f7 692) = a(.ﬂ gl) +B(f7 92)

:/a"f.gdx :/a*’fgdx :/abfgdx:/abgfdx:(% )
:/abffde/abe(w)de>0

(5) Aus (4) und der Definition von R[a,b] folgt: (f, f) =0 = f =0 auf [a,}]
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(-,+) wird auf R[a,b] L?-Skalarprodukt genannt.

Lemma 1.24. Fiir ein L?-Skalarprodukt (-,-) auf R[a,b] gilt die Cauchy-Schwarz Unglei-
chung:

Beweis. 1) Falls g = 0 gilt trivialerweise

[(F, 9P =0=(f.1)-(g,9)-
2) Falls g # 0, sei « € K beliebig

0<(f+ag, f+ag)=(ff)+alg,f)+alf,g9)+a a(g,g)

(f,9) — _ (9,f)

Setze « = _(T:Z) = —tod) Dann gilt
9. f) (9.f)-(f,9) , (f.9)(g,/)(g:9)
<) (9,9) 09 = (99099
_ _ (£,90. 1)
_ ~ (f99)
_ (9P

Definition 1.25 (L?-Norm). Das L?-Skalarprodukt (-, ) induziert die L?-Norm auf R|a, b]

mit
b 3
Il = [1f 2 = (f. ) = (/ f'fdx> .

Bemerkung 1.26. Normeigenschaften von L? auf R[a,b] sind erfiillt:

(N1) Definitheit: |f|| =0 = (f,f) =0 = f =0 auf [a,}]

(N2) Homogenitéit: |af|| = (af,af)> = (Ja*(f, 1)) =lal- || ]

(N3) Dreiecksungleichung:

Nl

If+al=(f+g.f+9g)*
= (IF1+ (£ 9) + (9, ) + llg]1?)?
CSU

< (IF1P + 21 £1lgll + l191?)
= [IF1l+ llgll-
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Definition 1.27 (Konvergenz im Quadratischen Mittel (L2-Konvergenz)). Seien f, €
Rla,b],n € N, f € Rla,b]. f, konvergiert gegen f im Quadratischen Mittel f,, 1_—20—09, wenn
L

gilt
n—oo

Ifn = fllLe —0.

Das heifst, dass die quadratische Abweichung zwischen f,, und f gegen Null konvergiert:

b
/ Fal) — F@)Pda 2250,

Bemerkung 1.28. (1) Es gilt:

b
1 = £I2 :/ Ful@) — F@)2da < 1o — FIZ (b — a).

Damit folgt
n—oo n—oo

[fn = flloo —=0 = |lfn = fllL2 —— 0.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: f,(z) = 2™, = € [-1,1]

1+ —n=1
—n=2
n=23

0.5 |

Abbildung 1.3: Links: f,,(x) = 2™, Rechts: f(z) #0

1 1 1.2n+1 1 ) s 0o
Il = [ wnae =2 [aae =2 _ N
-1 0 2n+1lo 2n+1

n— oo

Aber wegen f,(1) =1 fir z = 1, n € N, konvergiert f,, nicht punktweise gegen f = 0 und
wegen fp(—1) = (—1)",n € N,z = —1 konvergiert f, nicht.

(2) Der Raum RJa, b] mit L?>-Norm ||-|| ist nicht vollstéindig, d.h. es existieren Cauchy-Folgen
in R[a,b], die keinen Grenzwert in R|a, b] haben. Beispiel: siche Abb. 1.3 (Rechts). Hier ist

flz) £0, z € [a,b]. .
[ 15@P s =0=flsa,
aber f(z) € RJa,b], denn

~limy o f(E+R) — limpo f(§ — )
fl§) #0= B :
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Definition 1.29 (Orthogonalitit). f,g € R[a,b] heiffen orthogonal, wenn gilt (f, g) = 0.

Eine Teilmenge S C R[a,b] heift Orthogonalsystem, wenn alle Elemente aus S paarweise

orthogonal sind, d.h.

oy AP =g .
(f“fj)—{O it Vfi, fj € 5.

Satz 1.30. Die trigonometrischen Funktionen, fir k,l € N

1 k=0
or(@) = {cos(kx) sonst
si(z) = sin(lz)

bilden auf R[a,b] beziiglich des L2-Skalarprodukts ein Orthogonalsystem und es gilt

/O%Ck(x)dm = /O27T si(z)dw = /027r cn(@)sy(z)dz =0

27
/ crp(x)e(z)de = moy
0

27
/ sg(x)si(x) de = moyy
0

Hier sei
1 k=1
Op = Kroneckersymbol.
0 k#1

Beweis.

Damit folgt

2m 2m
/ cp(z)si(x)de = / cos(kx) -sin(lx) dz
it Int. 1 |

part It Esin(kx)osin(lx) 7/ % sin(kx) l cos(lx) dz
H’U,_/ 0 0 T
=0

l 2m
si(z)e(x) dz
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Fiir [ = k gilt

27 27

/ cp(z)sp(x)de = —/ ck(x)sg(x)de
0 0
2m
= 2/ cx(z)sp(x)dx =0
0

2m
= /0 ci(z)sp(z)de =0

Analog folgt mit partieller Integration
2 l 2m
/ crp(z)(z)de = 7-/ si(z)si(z) de
0 k Jo
27

2m 2w 2m
£k / cidx z/ syda =/ (1—ci(z))dz =27r—/ ci(z)da
0 0 0 0
27 2
2/ Ci(.’l?)d{)?:ﬂ':/ s2(x)da
0 0

Wenn k # [, dann folgt

2 l 27
/0 er(x)e(z)de = E/o skp(x)s(z) dx

2

rv. Int. 12
part.nt- 7 ck(z)e(z) da

k2 J,
2
= / cp(@)e(z)de = 0
0
Analog
2w
/ sp(x)si(x)dz =0
0
2
/ ck(x)s(x)dx = 0.

0

1.5 Fourier-Entwicklung

Definition 1.31 (Periodische Funktionen). f : R — K heift L-periodisch (L > 0) falls
flx+L)=f(z),Vr e R(= f(x+kL)= f(x), Vk € Z). Sei f periodisch und p > 0. Fiir
= L

p

flx)=f < x) gilt dann f : R — K ist p-periodisch

Variablentransformation

Beispiel 1.32. p =27
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Hier betrachten wir deshalb nur 27-periodische Funktionen f : R — K. Weiterhin betrachen wir
Funktionen f : [0,27] — K, f € R[0,2x], 2m-periodisch.
Beispiel 1.33 (Trigonometrische Polynome). Fiir ax, by € C betrachte

falz) = % + Z(ak cos(kx) 4 by sin(kx))
k=1

k=1
n . %(ak — Zbk), k Z 0
= Z cpe™ mit ¢ = @, k=0
k=—n %(a,k + ibfk), k<O
1, . iz . 1 iz —ix
(%) : cos(z) = 5(@“’ +e7*), sin(z) = Z(e T —eT)

Fiir ay, by, k > 0 ergibt sich ar, = ¢ + c—k, by =i(cp — c—p).
Bemerkung 1.34. Ist f ein trigonometrisches Polynom, so kann man die Koeffizienten ay, by, cx
durch Integration ausrechen, d.h. ag, by, ¢ sind eindeutig.

1 2m
ap = — (z) cos(kx)dx, k>0
T Jo
1 27
b, = — (x)sin(kz)dz, k>0
T Jo
1 27 .
Cr = o ; fx)e ™ dx, keZ

1 )
:T(fv e*®),  Ly-Skalarprodukt
i

Beweis. Sei zuerst 0 # A € R.

b b b
/ e da :/ cos(A\x) dz —I—i/ sin(Az) dx

b b

= %sin()\x) ) - %z cos(Ax) )
o1 ’
= r(cos()\x) + isin(Az))
t a
_ i AT ’
DY

2m
:>/ et der =0  VkeZ\{0}
0

Dann ist
27 27
/ pik1@ —ikaw g, :/ pilki—ko)a . 0, falls ky # ko
0 0 27T', faHSk‘1:]€2(:> k‘1—k‘2:0)

= Behauptung fiir ¢x. Fir ay, b gilt
1 27

ap — —

1 . .
f(SL‘)* (ezkx + e—zkx) dr = C_p+cp = bk -1
™ Jo 2
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O

Bemerkung 1.35. Obige Formel gilt auch fiir

0
2

k=—o0

o0
—|—Z ay cos(kx) + by sin(kzx)) Z cpeF
k=1

falls die Reihen gleichméfig auf [0, 27] konvergieren.

Frage: Hat jede 2m-periodische Funktion die Form > ;_ cxe™* oder kann man sie durch trigo-
nometrische Polynome approximieren? = Motivation fiir Fourier-Reihen.

Definition 1.36 (Fourier-Reihe). Sei f € R[a,b] 2m-periodisch. Die Fourier-Koeffizienten
von f sind gegeben durch

1 27

:%0

f(x)e—ixk dr = %(f, eiwk)

Die (formale) Fourier-Reihe von f ist

oo

Z Ckeikw

k=—o0
mit der n-ten Partialsumme
n
sn(f) = Sn(.fa .T) = Z Ckelka:
k=—n

Die Fourier-Reihe 143t sich in der Form schreiben

+ Z ay, cos(kx) + by sin(kzx))
k=1

&0
2
wobel

ai = 71T/027r f(z) cos(kz) dx

by, 71T/027f f(x)sin(kz) dx

Satz 1.37. Sei f € RJa,b] eine 27m-periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten
ek, k€ Zund s, =Y cpe™. Dann gilt fiir allen € N

n
2 2
If = sall® = IAI° =27 D Jexl®

k=—n
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Beweis. Notation ey () = et

27 27
(e, er) :/ ehTem T dy :/ ek=DT gy = {77
0 0 0, k#1

1 27 1
=g [ f@e M dr = (L) = (fen) = 27
n n
(F.5) = Z (f.crer) = Z e(f,er) = Z Cr2mey, = 2w Z EAE
k=—n k=—n h==n S
n n
.S S
ns n Z Z \Ckc,-/k H(Ekl—/el)
k=—nl=—-n lck|? 0, k#l
:{%. k=1

Dann

If = snll® = (f = 50, f — $n)
= (f?f) - (fasn) - (Snvf)+<sn78n)

= |If|* - 2n Z k| — 27 Z |ek|® + 21 Z e

k=—n k=—n k=—n

n
2
=17 =27 Y Jenl?

k=—n

Satz 1.38 (Besselsche Umgebung). Sei f € R[0,27] eine 2x-periodische Funktion mit
Fourier-Koeffizienten ¢, k& € Z. Dann

n
3 lim Z e
n—oo
k=—n

und

Z |Ck|2_ hm Z |Ck|2 Hf”

k=—o0

Beweis. Aus Satz 1.37 .
2 2 2
21 Y el> = 117 = If = sall® < 1]
k=—n
>0
Die Konvergenz folgt unter Beachtung der Monotonie und Beschranktheit der Folge

n

2 e’

k=—n

O

2
Bemerkung 1.39. Sei f € R[0,27] 2r-periodisch und || f — s, L 0, n — oo, d.h. die Fourier-
Reihe konvergiert gegen f in L2. Das ist nach Satz 1.37 dquivalent zu

2 . 2 2 2
I£1° =27 lim 3 lew? & £IP =27 Y el

k=—n k=—o00
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Frage: Unter welchen Bedingungen fiir f gilt die Parsevalsche Gleichung

2
AP =2r Y Jenl?

k=—o0

mit den Fourier-Koeffizienten c.
Ziel: Zeige die Parsevalsche Gleichung fiir die Fourier-Koeffizienten ¢y, {ex = e™** k € 7},
f € R[a,b] = Konvergenz der Fourier-Reihe in L2.

Lemma 1.40. Vt € R\ {27k|k € Z} gilt

n . l
Z cos(kt) = SmART ) ((n +1 3)t) _1
Pt 2sin (gt) 2

Beuweis. cos(kt) = 3 (e'f* + e~ k)

Il
DN | =
®
.
=
~+

1 n
= 3 + Zcos(kt)

k=1 k=—n
2n
1 . .
— e int § ezkt
2
k=0
——

geometrische Summenformel

P e(2n+1)it
B
1e-int _ e(n+1)it
T2 1_et
Erweitern 1 ei(n+%)t — eii(nJr%)t
= 5 ei%t B eﬂ'%
_ Lsin((n+3)t)
2 sin (%t)

Lemma 1.41. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Es gilt fiir x € [a, b]
und s € R

&w:/ﬂwmwMy

konvergiert gleichmifig gegen 0 fiir |s| — oo und z € [a, b].

Beweis. Sei s # 0.

Fy() =/ F(y) sin(sy) dy P 2es” —f(y%COS(sy) +/ECOS(sy)f’(y) dy.

I, f stetig auf [a,b] = 3IM > 0,s.d. |f(y)] < M,|f(y)] < M mit y € [a,b]. Dann gilt
|Fs(z)| < % + % -(b—a), Yx € [a, b]. Also konvergiert |F(z)| gleichméafig gegen 0 fiir |s| — oo
und z € [a, b]. O
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Lemma 1.42. Es gilt 5% = 377, %kkr) fiir 0 < x < 27 mit gleichméfiger Konvergenz
auf allen Intervallen [0, 27 — §] fiir § > 0.

Beweis. Aus Hilfslemma 1.40 folgt fiir 0 < x < 27 und n € N

- sin(kx) e
= cos(ky)d
> k; /7r y) dy

k=1
= /:r: (Z cos(k:y)) dy
T \k=1
Lemma 140 [* (sin((n+3)y) 1
e [ (e 1)

_ /Sn<<n+1>y)dy L
x  2sin (%y) 2
::F-,,,(l‘)

Z.7.: F,(x) konvergiert gleichméfig gegen 0 fiir n — oo. Die Funktion f(y) = ) ist auf

1
QSin(%
dem Intervall [§, 21 — J] stetig differenzierbar, weil § # 0 auf [4, 2m — §], sodass aus Hilfslemma

1.41 folgt
* 1 . 1 glm.
F = — s 4+ = 0
n(@) /7T 2sin (¥) S ((n 2) y) dy

fir n — oo und z € [0, 27 — 4]. O

Lemma 1.43. Die Reihe

i cos(kz) (v —m)? 3 2
Pt 2 4 12

konvergiert gleichméfig Vz,0 < o < 2x. Insbesondere gilt fiir x =0

Beweis. Lemma 1.42 = Vz,y € (0,2n)

L Ly L

4 4 2
1.42 r sin(kt)
=— dt
[
k=1

o )2 i s(k
y fest w =Y CObk(z z) +C V€ (0,27),C konst
k=1
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Die Reihe 3%, <) konvergiert gleichmifig auf [0, 2] mit Majorante S°°° , 4. Bestimme
k=1 & k=1

k2
die Konstante C:
27 2 27 e o]
(x — ) B cos(kx)
/0 de =, E 2 +C | dx

k=1
3 e 27 } 21
T / costke) o o [T Cda
6 = § 0
=0
3
% =C 2w
2
T
T
. cos(kx) r—m? 72
Z k(2 :( 4> BTt x € (0,2m)
k=1

Fir x = 0 oder z = 27 folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind
auf [0, 27] O

Lemma 1.44. Sei f Treppenfunktion, f € RI0,27], 27 periodisch. Dann s, — f in
n—roo

L?[0,27], d.h. Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Beweis. Zunéchst Spezialfall

1, O<z<a
falz) =<05, z€{0,a}
0, 0<ax<2m

. 27 a
Es gilt || fa]7> = o fal?dz = [j1dz =a.

fa(x)

1,_ _— _—

a 2m2w +a dmdm + a
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Fourier-Koeffizienten:

Co —

C =

Fir k£ # 0 gilt

1 . .
2 —ika ika
|Ck| = An2k2 (e - 1) (e - 1)
:1,eika,e—ika+1
1 eika + e—ika
= 1 —
2m2k2 ( 2 )
1
= m (1 — COS(ka))
= 2 a’ = 2 2
2 lenl = gz 2 (el o+ )
k=—o0 ~~ k=1
a
cos(—ka)_:cos(ka)i n i 2 (1 B cos(ka))
N 2 = 2m2k2
a 1 1 >
= 12 + = ; e ;cos(ka)
—— ———
_n2 _(a=m2 _ x2
=z — -2

oo
= 27 Z |C}€|2

k=—o0

a= HfaHL2

n
S 1.37
ST fo = sulfllFe = Ifall® =20 D Jeal? 220

k=—n

Sei f € R|0,27] eine beliebige 27m-periodische Treppenfunktion mit Sprungstellen

a; € (0,2r) j=1,...,1

Jede Treppenfunktion f lafst sich schreiben als

l
f@) =" d; fa,(x),2 € [0,27]

—
Spjezialfunktion (als fq(z))

21
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fa; Spezielle Treppenfunktion mit Sprungstelle a = a; und f,,(z) € {0,1} Vj,z # a;. Dann

| fa; = sn(fa,)|| z, 0,n — oo. Betrachte

l
$ulF) = Y djsu(fa,)

und

l

1
1f = sl = || di(fa, = $a(Fa))|| < S 1dsl | £a; = su(fa,)]| = 0, 7 — o0
j=1

j=1

L2

O

Satz 1.45. Sei f € R[0,27] eine 27m-periodische Funktion. Dann konvergiert die Fourier-
Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Parsevalsche Gleichung (sog.
Vollstandigkeitsrelation)

1 2 s
[ @ = 3 ol
\0 , k=—o00
=[If11?

Beweis. O.B.d.A. sei f reellwertig (sonst werden Real- und Imaginérteil getrennt behandelt) und

|f(x)| < 1Vx € [0,27] (sonst betrachte f(z) = %, M = sup |[f(z)]). Sei e > 0. Dann gibt
z€[0,27]
es zu € 2m-periodische Treppenfunktionen ., 1. : R — R mit Eigenschaften

“1<p.<f<t¢<1

und

_ <
zgggﬂ]lwe(x) pe(r)| < —¢

Konstruktion von ¢., 1. sieche Rannacher. Dann,

|f - ‘Pelz < |1/)€ - 905|2 < (|¢6| + |<Ps|)(1/}a - ‘Pa) < 2(1/)5 — ©c)

e |<1
[pe|<1
und
9 2 ) 27 52 52
1 =ed?= [V —ePde <2 [ we—pas <2 o= T

Weiter gilt: . Treppenfunktion 144 Fourier-Reihe von @ konvergiert gegen ¢, in L2, d.h.

Ve > 03ne : Vn>ne: ||sn(pe) — @el| < g

Aus Satz 1.38 folgt

(V)

I = 0e) = sulf =P < IF = el < 5

Dann gilt Vn > n,

1f = sn(HI = lf = sn(f = @c) = sn(pe) — 0= + |l

<(f = e) = su(f — @)l + llpe — snl@e)ll
g 3

3713
13

IN
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o sn(f)L—2>f7n—>oo

O

Bemerkung 1.46. Konvergenz in L? ist ,sehr schwach®. Fiir ,glattere* Funktionen konvergiert
die Fourier-Reihe gleichméifig.

Satz 1.47. Sei f: R — C 2m-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar, d.h. 3
Unterteilung von [0, 27]
O=to<ti < - <ty =27
mit f ‘[t» Lt ist stetig differenzierbar fiir j = 1,...,m. Dann konvergiert die Fourier-Reihe
J— 1%

von f gleichméfig gegen f.

Beweis. f stetig = f € R[0,2r] == Fourier-Reihe von f konvergiert gegen f in L?,

2
dh. ||sn(f) = fll &5 0, n — oo. Betrachte ¢ : R — C,¢(z) = ¢;(z), = € (tj_1,t;), ¢; :
[tj—1,t;] — C stetige Ableitung von f|[t_ L Definiere ¢ in t; entsprechend (moglich, da ¢
J—1%
eine stiickweise stetige Funktion ist). Defininition von R[0,27] = ¢ € R[0,27r] = Fir

die Fourier-Koeffizienten von ¢ gilt: v; == 5 027r P(x)e™ ™ dz und 3, oy [l? = o= |97 < oo

Berechne Fourier-Koeffizienten ¢ von f

1 27T .
L = o ; f(x)eﬂkz dzx

2 )
[ T 1

part Integr. 1 b ke / —ikx
= P - -5 - d
o/ @R mar ), Lwperde
é(z)
=0
—i 2
—ikx

= — d

o7k o(x)e x
_ !
= Tk

1
= el = Ehk‘
Es gilt |a- 8] < ]al® + 1|8]?, da Quadrate grofer 0 sind

11 |l
< Z 4 IIRL
— 2 k2 + 2

= Il <11 & )
= Z |Ck|§§ Z ﬁ+§ Z 7] ™ < o0
k=—oc0 k=—oc0 k=—oc0
= Z |ck| absolut konvergent
k=—o0

)
2 ckezkm
k=—o0

Fourier-Reihe von f

konvergiert gleichméfig gegen eine Funktion g, die stetig ist. Also s,(f) LLLEN g, n = 00, =
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2 2
sn(f) =— g, n — oco. Andererseits s, (f) L—> [, n— o0

= |f—gllp2=0
= f =g, weil f und g stetig sind

— sn(f)%f,n%oo



Kapitel 2

Der n-dimensionale Zahlenraum K"

2.1 Der euklidische Raum K"

1
yr, e Kie=1,...n,

Tn

Bemerkung 2.1. K" bezeichnet den Vektorraum der n-Tupel z =
z1+Y1 azy

n € N mit Addition = + y = < ) und skalarer Multiplikation o - & = ( ) ,Va € K.

Tn+Yn

Definition 2.2. Sei X irgendeine Menge.
Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R, (z,y) — d(z,y) mit folgenden

FEigenschaften:

M1 (Definitheit) d(z,y) > 0, d(z,y) =0 x =y
M2 (Symmetrie) Vo, y € X gilt d(x,y) = d(y, x).
M3 (Dreiecksungleichung) Vz,y, z € X gilt d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Ein metrischer Raum (X, d) besteht aus einer Menge X mit einer Metrik d. Man nennt
d(z,y) auch den Abstand oder die Distanz von z und y.

Beispiel 2.3. (1) X =R oder C mit d(z,y) = |x — y| ist ein metrischer Raum, denn:

M1 folgt aus |z| =0« z =0, |z| >0,
M2 folgt aus |z —y[ = | = (y —2)[ = |y — z],
M3 folgt aus d(z,y) = |z —y|=|lx —z24+z—y| < |z — 2|+ |z —y| = d(z,2) + d(z,y).

(2) (induzierte Metrik) Sei (X, d) metrischer Raum und A C X. Die induzierte Metrik d4 auf
A ist definiert durch ds : A x A — R, da(z,y) = d(z,y), Vz,y € A. Dann wird (A,da)
zu einem metrischen Raum.

(3) (triviale Metrik) Sei X eine Menge. Die Triviale Metrik wird definiert durch:

d(z,y) = 0, firz=y
= 1, firz#y

25
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(4) Weiteres wichtiges Beispiel: metrische Rdume entstehen aus normierten Vektorrdumen.

Definition 2.4. (normierter Raum) Sei V' irgendein Vektorraum iiber K (K = R oder
K = C). Eine Abbildung |-|| : V — R heifst Norm (auf V), wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

N1 (Definitheit) ||z|| > 0, ||z|| =0 < = = 0.

N2 (Homogenitét) ||ax| = |af - ||z] , o € K.

N3 (Dreiecksungleichung) |z + y| < ||z| + ||y||-

Das Paar (V, ||-||) heifst normierter Raum.

Bemerkung 2.5. (Norm ~ Metrik) Sei (V,||||) ein normierter Raum. Dann ist d(z,y) =
|z —yl|l,Vz,y € V eine Metrik auf V.

Beispiel 2.6. Normen in R"”.

(1) Euklidische Norm ||z||, == /> i, 7.

(2) Maximumsnorm oder ¢*°-Norm: ||z|| = max;—1, ., |z;|.
(3) ' -Norm: [lall, = 0, il

(4) P-Norm: ||zl == />, |z,

Definition 2.7. Eine Folge (2(®);cn, (¥ € K", heift

i) beschriinkt, falls Vk € N : 2 € Kp(0), Kr(0) eine Kugelumgebung von 0 mit
Radius R.
K,(a) ={z K" | ||z —a| <7}

ii) Cauchy-Folge, wenn Ve > 0,3dN. € N sodass Vk,l > N, gilt: Hx(k) —z® HOO <e.

iii) konvergent gegen ein z € K", wenn Hx(k) - x”oo — 0 fiir k£ — oc.
geometrisch: jede Kugelumgebung K. (z) enthilt fast alle Folgenelemente z(*) (d.h.
alle bis auf endlich viele).

Bemerkung 2.8. Offenbar:

Haz(k)—xH — 0,k — &
2™ 2| 20 =1, ..

(k)

Das heifit lim,, o ;"' = z; (komponentenweise Konvergenz in R oder C)

Satz 2.9 (Satz von Cauchy und Satz von Bolzano-Weierstraf).

1) Jede Cauchy-Folge in K™ konvergiert, d.h. der normierte Raum (K", |-||,) ist voll-
stdndig. Ein vollstdndiger normierter Raum wird Banach-Raum genannt.

2) Jede beschrinkte Folge in K™ besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. 1) Sei (z("))en eine Cauchy-Folge, d.h. Ve > 0,3IN_,Vk,1 > N, : Hx(k) - x(l)Hm < e.
(k)

Betrachte Komponentenfolge (z;

Folgen, weil

Jken, @ = 1,...,n. Die Komponentenfolgen sind Cauchy-

’xﬁk) _%(l)’ < wa) _mmH <eVk,1>N.Vi=1,..,n.

z1
= limp_ oo xgk) =z = z ki)f T = ( : ) in /o, Norm.
2) Sei (z("));cn beschrinkt = (xz(k))keN,Vi =1,...,n auch beschrénkt

Bo-Weu in Kog existiert eine konvergente Teilfolge (xikl’j))jeN von (xik))keN mit xikl’j) 2%,

nach n Schritten haben wir Teilfolgen (x%k"’j )) jeN von (xSf)) ken fur die alle Komponenten-

folgen konvergieren (xgk"'""))jeN 1% 2;,¥i = 1, ...,n. Daraus folgt (zhni) =5 4.

O
Satz 2.10 (Aquivalenz von Normen). Sei K" ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann
sind alle Normen #dquivalent zur Maximumsnorm ({,), d.h. zu jeder Norm ||-||,3m, M >0
sodass
mllzll, <zl < Mz, =eK™
Beweis. Sei ||-|| irgendeine Norm. Yz € K",z = 3")_ e, wobei e®) k = 1,...,n die soge-

Ok,1
nannte euklidische Basis ist: e(®) = ( : )

5k',n
Dann:

n
ol <> Jawl - |
k=1
n
k
< 3% s - o0 b

Wobei M := 31, [|e®]].
Setze
Spi={r €K" | alle =1}, mi=if{|jz] [z € S} >0.

Es gzz.. m > 0. Annahme m = 0. Dann existiert eine Folge (z(*)ien, () € S;, sodass
k—oo

Hx(k) H 0. Aus 2% € S folgt (2(*)) ey ist beschrinkt in der £-Norm. Dann impliziert der

Satz von Bolzano-Weierstrak: es existiert eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. (z(*)) "2 2 in
der /,-Norm, dann:

k k k—oo
|o®]| = lolo| < [Jo® =] = 1 -lelle 1 =T 0 = ol =1 = ze s
——
=! i
1zl
Anderseits:

ol o=+ o] < a1 [l =0+ 0 =0

= |z]|=0 = z=0.
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Widerspruch zu x € S1, also m > 0. Dann fiir « # 0 ist Vektor W €5 und m < H”waH

Definition von m) und 0 < m - ||z < ||z, = € K™ O

(nach

Korollar 2.11. Auf K" sind alle Konvergenzen in irgendeiner Norm &quivalent zur Kon-
vergenz in der {o.-Norm. (= komponentenweiser Konvergenz)

Bemerkung 2.12. Obiger Satz gilt nicht fiir unendlich dimensionale Raume (wie z.B. C|a, b]
oder Rla,b]). Die endliche Dimension von K™ ist entscheidend.

2.2 Teilmengen in K" (Topologische Grundbegriffe)

Bezeichnung: ||-|| irgendeine Norm.

Definition 2.13 (e-Kugel, e-Umgebung). Sei a € K™, > 0.
(1) Dann heift K, (a) = {x € K" | ||la —z|| < r} die offene Kugel um a mit Radius r
bagl. |-

(2) U Cc K™ heift Umgebung von a € K", falls 3¢ > 0 mit K.(a) C U. Insbesondere ist
K. (a) selbst eine Umgebung von a, eine sogenannte e-Umgebung von a.

Definition 2.14 (offene Menge). Eine Menge O € K™ heifst offen, falls O eine Umgebung
jedes Punktes aus O (x € O) ist, das heift Vz € O,3e > 0 mit K.(z) C O.

Beispiel 2.15. (1) Ja,b[C R ist offen (a < b,a,b € R), weil: sei x €]a,b[, definiere ¢ =
min{la —z|,|b —z|}, e >0, daa < z < b ist K.(z) Cla,b]

(2) 0 leere Menge ist immer offen, K" ist immer offen

(3) Die Kugel K, (a) ist immer offen: sei z € K,(a), setze ¢ := r—||z — al|, dann K. (z) C K,(a),
weil: sel y € K (). Dann gilt

ly—al < lly—z| +lz—al<r—lz—af+z-al=r
——

<e=r—||lz—all

Satz 2.16 (Eigenschaften offener Mengen). Es gilt:

(1) Sind U und V(C K") offen, dann ist U NV offen.

(2) Sei U; C K™, i € I eine Familie offener Teilmengen. Dann ist auch |J U; offen.
i€l

Beweis. (1) Sei x € UNV. Dann Jey,e9 > 0 mit K., () C U, K, (x) C V. Damit gilt fiir
e :=min{ey,e2}, K. (x) CUNV. (Beachte: () ist immer offen.)

(2) Sei z € |JU;, dann 35 € I mit = € Uj.
i€l
Uj offetn = Je > 0 mit K. (z) CU; = K.(x) C UU,.
i€l



2.2. TEILMENGEN IN K~ (TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE) 29

Korollar 2.17. 1) Endliche Schnitte und beliebige Vereinigung von offenen Mengen sind
wieder offen.

2) (Beobachtung) Durchschnitt von unendlich vielen offenen Mengen braucht nicht offen

zu sein. 7Z.B.
pay 1 1
ﬂ],u[—[o,u
n n

n=1

ist nicht offen, da K.(0) ¢ [0, 1], Ve > 0.

Definition 2.18 (Abgeschlossene Menge). Eine Teilmenge A C K™ heifit abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A¢ := K"\ A offen ist.

Beispiel 2.19. (1) Fiira,b € R,a < bist [a, b] abgeschlossen, denn |— o0, a[ U b, co[ = R\ [a, b]
ist offen, denn:

| —c0,a] = U]a—n,a[ ist offen ]b,00[ = U]b,b+n[ ist offen.
neN neN

Satz 2.20 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen).

(1) Sind V,U (V,U C K™) abgeschlossen, dann ist U UV C K" auch abgeschlossen.

(2) Sind U, (i € I) abgeschlossene Mengen in K”. Dann ist () U; auch abgeschlossen.
iel

Beweis. (1) (UUV)°= U° N Ve offen.

offen  offen

@) (mUi)l U US offen.

i€l i€~~~

offen
O
Beispiel 2.21. (1) Beliebige Vereinigung abgeschlossener Mengen muss nicht abgeschlossen
sein. Z.B. ]0,1[ = nLGJN Lll, 1- 711} ist offen.

abgeschlossen
(2) 0 und K™ sind abgeschlossen.

(3) A1 C R™ und Ay C R™ abgeschlossen, dann ist auch A; x Ay C R™ x R™ = RM1+n2
abgeschlossen.

(4) Fiir a < b € R ist [a, b] weder offen noch abgeschlossen.

Satz 2.22 (Charakterisierung abgeschlossener Mengen). Sei A C K”. Dann gilt

A abgeschlossen <= Ist (x(k))keN konvergente Folge in A mit klim #*) =@, dann a € A.
—00

Beweis. e . — “ Sei A abgeschlossen und (x(k'))keN konvergente Folge in A mit

lim z® = 2.
k—oco
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Ang.: z € A, dh. x € AY. Da AC offen, folgt, es ex. ein ¢ > 0, s.d. K.(z) C A®. Mit

T = klim z*) folgt, dass fast alle Folgenelemente z(*) in K.(x) C A liegen.
—00

Widerspruch zu: (x(k))keN C A. Damit folgt z € A.

o <«—“ Sei A C K" s.d. alle konvergenten Folgen in A einen Grenzwert in A haben.
Zu zeigen: A® offen. Sei z € A® beliebig. Dann g.z.z.: 3¢ > 0 s.d. K.(z) C A“.
Ang.: A® nicht offen. Dann ex. Vk € N ein Punkt z(*) mit 2(*) € An K. (). Dann ist
™ € AVk € Nund ||z — 2®|| < 1. Damit folgt

g®) Ezooy Vot e 4 4 — AC offen = A abgeschlossen.

Definition 2.23 (Randpunkt). Sei M C K" eine Teilmenge. Ein Punkt a € K™ heifit
Randpunkt von M, falls in jeder Umgebung von a sowohl ein Punkt von M, als auch ein
Punkt von MY = K"\ M liegt.

Die Menge aller Randpunkte von M heifst der Rand von M, bezeichnet mit OM.

Abbildung 2.1: Randpunkt einer Menge M C K™

Beispiel 2.24. (1) Fir I € {[a,b],]a,b], |a,b], |a,b[ } gilt O = {a,b}.
dla, 00 = {a}
d)a, o] = {a}
(2) Fiir K;(0) gilt

0K1(0) =0{z e R" | ||z| < 1}
= {zeR" ||z =1}
“Einheitssphaére,,.

(3) Q C R, 9Q = R, weil in jeder Umgebung eines Punktes in Q, gibt es rationale und
irrationale Zahlen. Der Rand von R ist leer.

Definition 2.25 (Inneres, Abschluss). Sei M C K"
e Die Menge M° := M \ OM heift das Innere von M.

e Die Menge M := M U OM heifit der Abschluss von M.
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Satz 2.26 (Inneres ist Offen, Abschluss ist abgeschlossen). Sei M C K.

(i) Die Menge M° = M \ OM ist offen. M° ist die grofite offene Menge in M.

(ii) Die Menge M = M UdM ist abgeschlossen. M ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die M umfasst.

(iii) Der Rand OM ist abgeschlossen.

Beweis. (1) Z.z.. M \ OM offen.

Sei # € M \ OM beliebig, dann ex. ¢ > 0, s.d. K.(z) C M ( = K.(z) N M = (), sonst
wére x € OM.

Fiir dieses ¢ gilt auch K.(z)NOM = (), denn falls z € K. (z) NOM existiert, dann ist K. (x)
Umgebung von z und folglich K_(z) N MY # (.
Damit folgt:

K. (r) C M\ OM = M\ OM offen.

Sei U C M offen, dann ist analog U N M = @. Damit gilt U C M \ dM. Da U beliebig,
folgt damit M \ OM =: M° ist grofte offene Teilmenge von M.
(ii) Z.z.. M UIM abgeschlossen.

Betrachte M = K™\ M. Nach Definition des Rands gilt M ¢ = dM. Damit folgt mit (i),
dass M\ OM offen ist. Dann

=oMC
(ME\OM)® =K\ (MY \ oM) = (K*\ M®)UOM = M UOM.
—_———
=M
D.h. M UM ist abgeschlossen.

Sei V € K™ abgeschlossen mit M C V. Dann gilt V¢ ist offen und V¢ ¢ M. Damit folgt
mit (i):

Ve c MO\ IMC = MC\OM — K"\ (M®\OM)=(MUIM) C V.
- ——
offen =0M
Da V beliebig, folgt damit M U OM ist kleinste abgeschlossene Menge, die M umfasst.
(iif) Mit OM = (M UOM) \ (M \ OM) folgt
K\ oM = K"\ (MUdoM))U(M\oM).
offen offen

Damit ist K™ \ M offen, also OM abgeschlossen.

Definition 2.27 (Kompaktheit). Eine Menge M C K™ heifit kompakt (folgenkompakt),
wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Beispiel 2.28. (i) Sei
(Iw) CK?, o) Ezo,
keN

Dann ist A := {z(®¥) | k € N} U2 kompakt.
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(ii) ]0,1[ ist nicht kompakt, denn (i)keN clo,1f, 5= Lt
Auch: (1 - %)keN clo,1[, 1 — 5¢ LECN|

Definition 2.29 (Uberdeckung). Eine Familie (U;);er von Teilmengen U; C K™ heifst Uber-
deckung von M, falls gilt

Mc U
i€l
Eine Uberdeckung heift offen bzw. abgeschlossen, wenn alle U; offen bzw. abgeschlossen
sind.

Satz 2.30 (Charakterisierung von Kompaktheit). Sei M C K" eine Teilmenge. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist folgenkompakt

(ii) M ist beschrankt und abgeschlossen

(iii) Jede offene Uberdeckung (U;),.; von M enthilt eine endliche Uberdeckung von M, d.h.
es existieren endlich viele Indizes iy, ...,i; € I, s.d. M C (U;; U...UU;, ) (sogenannte
Uberdeckungseigenschaft von Heine und Borel).

Beweis. o (i) = (ii): Sei M C K" folgenkompakt. Dann existieren fiir alle konvergenten
Folgen (:E(k))k en © M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M. Damit liegt auch

der Grenzwert von (x(k)) pen i M. Also ist M abgeschlossen.

n—oo

Ang.: M ist nicht beschréinkt. Dann ex. eine Folge (z(*)) mit ||z || 2225 co. Damit

keN
hat (l’(k)) keN keine konvergente Teilfolge. Widerspruch zur Kompaktheit von M. Also ist
M beschrankt.

o (ii) = (i): Sei M C K" beschrinkt und abgeschlossen. Dann folgt mit 2.9, dass alle
Folgen (:v(k))]~C en C M beschrankt sind und eine konvergente Teilfolge (x(kf ))j 17

€N
besitzen. Da M abgeschlossen ist, folgt x € M.
Also ist M folgenkompakt.

e (ili) = (i): Sei M C K" und M besitze die Uberdeckungseigenschaft. Sei weiter
(x(k))keN C M beliebig.
Z.z.: Es ex. eine konvergente Teilfolge (J:(k'f))jeN mit z(5) 222 2 e M.
Ang.: Solche Teilfolge existiert nicht. Dann gilt: Vo € M existiert eine offene Umgebung U,
von z, die nur endlich viele Folgenelemente von (x(k)) enthélt (wéiren in jeder Umgebung
von z unendlich viele Folgenelemente, dann existiert eine konvergente Teilfolge).
Damit ist M = |J, ¢, U eine offene Uberdeckung, d.h. es existiert nach Vorr. eine endliche
Uberdeckung von M, d.h. eine endliche Menge I mit

{wilzieMiel}=Msd Mc |J Us,.
z;€M;
Da Vi € I U,, nur endlich viele Folgenelemente enthélt, enthélt M endlich viele Folgenele-
k k
mente von (z ))kEN’ d.h. (2 ))keN 7 M3

Also existiert eine Teilfolge (x(kf ))j oy it aki) B2 0 e M
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e (i) = (iii): Sei M beschrinkt und abgeschlossen und sei {U;,i € I} eine offene Uberde-
ckung von M.

Zu zeigen: Es existiert eine endliche Uberdeckung von M.

Ang.: Eine solche Uberdeckung existiert nicht. Konstruiere induktiv eine Folge von be-
schrankten, abgeschlossenen Wiirfeln in K":

QoDOQRQ1DQaD....
mit
(1) M N @Q; wird nicht durch endlich viele U;, tiberdeckt.

(2) Kantenlinge von Q,, = 2~ Kantenlénge von Q.

Sei @ beschrankter abgeschlossener Wiirfel in K™ mit Kantenldnge L, s.d. M C Q. Setze

L

Abbildung 2.2: Abgeschlossener Wiirfel Q C K™ mit Kantenldnge L und M C @

Qo = @Q, Kantenliéinge von Qg = L. Sei @, bereits konstruiert. Sei
Qm =1 xIrx...x1I,.

Lénge (I;) = Kantenldnge (Q,,) Vk = 27™L

Wir zerlegen jedes I; in 2 abgeschlossene Intervalle mit halber Lange Ii(l) und Ii(2) und
setzen fir (s1,...,s,) € {1,2}"

Qs = I L Il

Wir erhalten 2" Wiirfel mit

Qm = U stLl’"'vsn).

(81,---,50)€{1,2}"

Da M N @, nicht von endlich vielen U;, iiberdeckt wird, gilt dies auch fiir einen Wiirfel

Qm+1 = Qgrsll,...,sn)-

Es gilt fiir die Kantenléinge (Q+1) = 3 Kantenléinge (Q.,) = 2-(m+L),

Fiir k € N wihle 2(*) € Q; N M. Damit ist (ac(k))
Konstruktion von Q1,Qo, ...

keN eine Cauchy-Folge in K", da nach

|z —2® || <270 L, VI, k> n.

Damit folgt z(*) Ao e M und z € Uicr Ui, weil M C ;¢; Us. Also existiert ein iy,
s.d. x € U;, liegt. Damit liegen fast alle @, in U;, . Das heifit fast alle M N Q,, liegen in

Ui, . Widerspruch zur Annahme, dass eine endliche Uberdeckung nicht existiert.

Also existiert eine endliche Uberdeckung von M.
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Bemerkung 2.31. Wichtige Voraussetzung fiir die Uberdeckungseigenschaft von Heine und
Borel ist, dass K™ endlich-dimensional ist.

In unendlich dimensionalen Banach-Réumen wie z.B.: C[a, b] ist dies nicht mdoglich.

Korollar 2.32. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge in K™ ist ebenfalls
kompakt.

Beweis. Sei M C K™ kompakt und A C M abgeschlossen. Wegen 2.30 ist M beschrénkt. Damit
ist auch A C M beschrankt und somit nach 2.30 kompakt. O

2.3 Geometrie in K"

Definition 2.33 (Skalarprodukt). Sei V irgendein Raum iiber dem Korper K. Eine Abbil-
dung (-,-) : V x V — K heifst Skalarprodukt, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind

S1 (Definitheit) (z,z) € Rund (z,2) >0, (z,2)=0 <= =0

S2 (Symmetrie) (z,y) = (y,x)

S3 (Linearitdt im ersten Argument) (azi + Bz2,y) = a(z1,y) + B(xe,y) Vri,22,y €
V, Va,B € K

Bemerkung 2.34. (1) Falls nur (z,z) € R, (x,2) > 0 gilt (es ist moglich, dass (z,z) = 0 und
x #0), dann ist (-, -) ein ,semi-skalarprodukt®.

(2) Aus S2 und S3 folgt die Linearitdt im zweiten Argument und damit sog. Bilinearitét des
Skalarprodukts als eine Sesquilinearform in C bzw. eine Bilinearform in R

Homogenitdt (ax,y) = a(z,y),a € K

Lemma 2.35 (Schwarz-Ungleichung). Fiir ein Skalarprodukt (-,-) auf V iiber K gilt die
Schwarz-Ungleichung

[(z,9)*| < (@, %) (y,9), zyeV

Beweis. y =0 = trivial. Sei y # 0, und sei a € K beliebig.

51 S$2,53 _ _
0<(z+ayz+ay) = (z,7) + a(y,z) +a(r,y) + aa(y,y)

Setze v = —

(@) (@y)(wy) | (@y) (wy)
0< @) (y,9) (,9) M) (,y) ®.9)
— (e.2) |(,)?]
’ (y,9)

= 0< (z,2) - (yy) — |(z,9)?
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Korollar 2.36.  a) Ein Skalarprodukt (-, -) auf V iiber K erzeugt eine Norm durch ||z|| :=
(z,z), x € V. Falls ein normierter Raum (V, (-, -)) vollstindig ist, so heifft das Paar
(V, (-,-)) Hilbert-Raum.

b) Das euklidische Skalarprodukt (-, )2 auf K"

n
(1'7 y)Q = Z TilYi
i=1

erzeugt die euklidische Norm

[2lly = v (2, 2)2 =

(K™, (-, -)2) ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Normeigenschaften Definitheit und Homogenitét folgen aus S1-S3. Die Dreicksunglei-
chung folgt aus der Schwarz-Ungleichung.

lz+yl? = (z+y,z+y) = (z,2) + (2,9) + (¥, 2) + (,9)
2 2
< l2)I” 4+ 2 (2, )| + yll

Schwarz

2 2
< l” + 202l -yl + M1yl

2
= (Il + llwl)
= [lz+yll < ll=] + [yl

O
Wichtige Ungleichungen
Lemma 2.37 (Ungleichung von Young). Seien p,q € R;p > 1, ¢ < oo, % + é = 1. Dann
gilt
P q
oy < 2 W eR
p q
Beweis. Ubung O
Lemma 2.38 (Ungleichung von Hoélder). Seien p,q € R,p > 1, ¢ < oo, % + % = 1. Dann
gilt
()| < l=ll, - vl
—— ~—~— ~—~—
euklidisches £,-Norm £,-Norm

Skalarprodukt von T von y
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Beweis. Falls x =0 oder y = 0 = klar. Sei ||x||p # 0, Hqu #0

|z, 9)2|  Det.
[P 1 IIqu

Z x’LyZ

i=1

Z o
Iz, - lyll,
Young-Ungl. ‘;DL ‘p |yz ‘q
< +
> (p. lzlly  q- [l

i=1

= pZ' |+ T HqZk’Jz

H”S”p = v i
———

==y =llyllg

1

= 4+-=1

p q
= [(@,9)2] < lzll,, - llyll,

Lemma 2.39 (Ungleichung von Minkowski). Sei p € R,;1 < p < oo oder p = co. Dann gilt
lz+yll, < llzll, + llyll,

~ Dreicksungleichung fiir die £,-Norm.

Beweis. Firp=1

Def. £ <o ave & - Def. ¢
lz+yll, "= w0 lml+ Dl =" Nl + vl

i=1

Fiir p =
Def. £oo A-UG Def. £oo
oyl PE max feitul TS max fel - max (il 5 el + ol
Sei1<p<oo.Deﬁniereq::]% <:> %+%:%+%:1> und setze & = |z; +y;|P7L, i =
&1
1,...,nund & := ( : ).Esgilt
€n

n

IENE=>"1&19 =" (Jes + )77 =D |wi + wil” = |z + I}
[ —

i=1 i=1 i=1

i
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Dann

n

Def.
I+ 92 S o+ P
i=1 v =
:|$i+yi|p Jzityil
————

i

n
=Z|$i+yi| &
i=1

n n
< lwl &+ il - &
=1 1=1

[(2,€)2| [(y,€)2|

Holder-Ungl.
], - 11€ll, + llyll, - €],

= (e, + Iyl ) - el
Def. £ P
= (e, + ligl,) - e+
Def. ¢

-1
=9 (el + lll,) - o+ wil?

=z +yll, <lll, + llyll,
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Definition 2.40 (Orthogonalitét). x,y € K™ heifien orthogonal (x L y), falls (z,y)2 = 0.

Definition 2.41 (Orthogonalsystem/Orthogonalbasis). Ein Satz von Vektoren

{a®,. . at™}, 0@ £0, a® e K", i =1,...,mund (a®,aW), =0 fiir k # [ heift
paarweise orthogonal

Orthogonalsystem bzw. falls m = n Orthogonalbasis.

Falls (a®®,a®)y = 1, dann heifen die Vektoren {a™"),... a(™} ein Orthonormalsystem

bzw. Orthonormalbasis.

Bemerkung 2.42. Die orthogonalen Vektoren (wie in Def.) sind linear unabhéngig:

al®
paarwelse

Sei cha(k) =0<= ch(a(k), aV) ortace: q@V,a))=0=¢=0,1=1,...,m
k=1 k=1 =
fiir a(l);éU

Beispiel 2.43. ¢V, ... e(™ ist eine Orthogonalbasis in R”.

Lemma 2.44. Sci {a®), k =1,...,n} eine Orthonormalbasis des K”. Dann gibt es Vo € K"
eine Darstellung

x = Z(x,a(’“))g ~a® )z e K™
k=1

~  Fourierentwicklung
a(k) ~ eiTk f(l’) _ ZkeZ k- etk
z~ f(x)

Cg ~ (f7 eimk)

L2
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und es gilt die Vollstdndigkeitsrelation (Gleichung von Parseval)

el = 3@, a®)a
k=1

(~ 1122 = D Ikl - 2m)

kEZ
Beweis. o, sodass x = 2?21 aja(j)
— (a:,a(k))2 — Zo‘j (a(j)7a(k))2 =ay, k=1,...,n
=1 T
S5
— Darstellung von x
Auferdem gilt
213 = (@,2)2 = 3> (@,0%)s - (@,00)5 - (0¥, 0); = 3| (z,0M))s|
k=1j=1 —_—— O

5jk

— Gleichung von Parseval

O

Bemerkung 2.45. Lemma 2.44 gilt in unendlichdimensionalen Skalarproduktrdaumen mit voll-
standigem Orthonormalsystem. Beispiel: Fourier-Reihen in R0, 27], trigonometrische Funktionen
et als vollstindiges Orthonormalsystem.

Satz 2.46 (Gram-Schmidt-Verfahren). Sei {a!,...,a(™} eine Basis des K™. Dann ist
{6 ... b(™} konstruirt durch das Orthogonalisierungsverfahren von Gram und Schmidt
eine Orhonormalbasis.
1
y0) a®
la®]]
k—1
k) — 4R (a® b)), . p9)
j=1
7k
. ™ C k=2...m
B
2

Beweis. Rannacher O
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2.4 Lineare Abbildungen auf dem K"

Definition 2.47 (Lineare Abbildung). Eine lineare Abbildung ¢ : K® — K™ heift linear,
falls Vo, B € K gilt

olax + y) = ap(r) + Bely)  Va,y € K"

Bemerkung 2.48. Eine lineare Abbildung lafit sich als Matrix darstellen. Betrachte z € K"
und euklidische /kartesische Basis e i=1,...n. Dann 3! Darstellung von x beziiglich der Basis

T = Zn::cz e,
i=1

Ty
Die Koeffizienten z;,7 = 1,...n sind Koordinaten. Wir definieren Koordinatenvektor & =
Ty
Dann ist
o(x) = (Z T~ e(i)> = Z:Ez P (6(i)) .
i=1 i=1
©(x) hat auch eine (eindeutige) Darstellung bzgl. Basis in K™.
o) =Y o) D =3[ Y (eu)) o)
=1 j=1 \ i=1
=p;(z)
(*) Koordinaten von ;(x) bzgl. Basis e),j =1,...,m
p1()
Dabei sind die ¢;(z) Koordinaten und der Koordinatenvektor ist ¢(x) = ... |. Dann
om ()
erhalten wir eine Matrix
p1 (6(1)) e Q1 (e(”)) air ... GQip
z =1 L[ =Aexme
Om (e(l)) e POm (e(”)) Aml - Gmn

Fiir einen Koordinatenvektor beziiglich Basis e(/) gilt

Lp(x):(A;%)j:Zaijxi, ji=1,...,m
i=1

Die lineare Abbildung ¢ : K™ — K" lisst sich beziiglich festgelegter Basen von K" und K™
eindeutig durch die Matrix A € K™*™ beschreiben.

o(x) = Az, r e K"

Im folgenden wird der Punkt = mit seiner speziellen kartesischen Darstellung & identifiziert.
Konvention: A € K"™*"

e Anzahl an Zeilen m = Dimension des Bildraums K™
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e Anzahl an Spalten n = Dimension des Urbildraums K™

Falls m = n definiert A € K™*" eine lineare Abbildung in K”.

Lemma 2.49 (Lineare Abbildungen in K"). Sei A = (a;;)7;—; € K"*". Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

1. A ist regulér

2. Az = b ist eindeutig 1osbar Vb € K™ (Bijektivitit der linearen Abbildung)

Alle Eigenwerte A € C von A sind ungleich Null

3. Az = 0 hat nur eine Losung x = 0 (Injektivitit)
4. Az = b ist Vb € K" losbar (Surjektivitét)

5. Rang(A) =n

6. det(A) #£0

7.

8.

Die (komplex) transponierte Matrix AT ist regulir.

Weitere Begriffe und Eigenschaften

o A, A" € K"*" sind identisch (a;; = a;; Vi, j) & Az = A’z Vo € K"
e A A’ € K"*" sind dhnlich, wenn 3T € K"*" regulér, sodass
A =T AT

Ubergang A — A’ heift Ahnlichkeitstransformation und es gilt fiir z € C

det(A’ — 2I) = det <T—1AT - zT—1T>
—_——— ~——
Charakt. Polynom fiir A’ =l
Nullstellen = EW von A’

=det(TY(A - 2I)T)

AR =AA) 4UB) 4ot (P=1) det (A — 2T) det(T)

det(T™1) det(:T)zlzdet(]I))det(A )

char. Pol. von A

Ahnliche Matrizen haben also die gleichen Eigenwerte, aber im Allgemeinen unterschiedli-
che Eigenvektoren.

e 1 x n Matrizen A € K™*" bilden einen Vektorraum.

— Konvergenz von Folgen von Matrizen ist komponentenweise Konvergenz

A) %A,k%oo@al(f) oo ai; Vi=1,.... mVji=1...n
e Sei || - || eine beliebige Norm auf K™. Dann
Ax ..
fa = sup B s s o =1
zeKn\{0} ||l TCKn

ist die von ||-|] in K™ erzeugte natiirliche Matrixnorm
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— Fiir natiirliche Matrixnorm gilt notwendig ||I|| = 1
— Natiirliche Matrixnorm ist vertréglich mit ||-||, d.h. fir A € K™*™ ist ||Az| < [|A]] -
|||,z € K™

— und submultiplikativ, d.h. |AB|| < ||A|| || B]| fir A, B € K"*"

1
Beispiel 2.50. [|A] . = (szzl |ajk|2) * heiRt Frobenius-Norm. Sie ist vertriiglich mit ||-, in
K™ und submultiplikativ, aber keine natiirliche Matrixnorm, weil |[I|| = /n # 1 fiir n > 2.

Lemma 2.51 (Natiirliche Matrixnormen). Die natiirliche Matrixnormen zu |-, ({s /
Maximumnorm) und ||-||; (¢/1-Norm) in K" sind

IA]l,, = max |al | Maximale Zeilen-Summen-Norm

> 1<i<n J

|A]l, == max |al | Maximale Spalten-Summen-Norm
Lo 1<<n J

Beweis. 1. Matrixnorm ||-||, ist eine Norm (d.h. erfiillt Normeigenschaften (N1), (N2) und
(N3))

2. Z.z. Vertréglichkeit

n
lAz] = max | aye;| < max Zlau\ 25] | <l max Zl%l—llw\l (1Al
— :

1<i<n 1<i<n

= Vertriglichkeit mit ||-||
3. Z.Z. |A|l, = sup ||Az|
1

lzll o=

[Az] =0 = A=0 = [Al,=0= sup [Az]

lzll o=

Sei A # 0, dann [|A|, > 0 (Definitheit von Normen). Sei

4]l = max Z lag;| = Z |am| fiir ein m € {1,...,n}.

j=1
21

Setze z; = M falls a,,; # 0 und sonst z; = 0. (z; = sign(am;)). Fiir z = [ : | gilt

dann ||z]|,, =1 und
n n
Dm =P amz = > |am;| = Al
j=1 j=1

Es folgt
[Alle = (A2)m < [|Az]l < sup [|Ayll, < sup [[All, - [lyllo = [I4]l
1 S~~~

lyll =1 9l o= ~

= Al = sup [lAyll
Iylloe=1

Beweis fiir £; analog. O
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Definition 2.52. 1. Eigenwerte A € K einer Matrix A € K"*" = Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms
p(A) = det(A — AI)

2. o(A) = {\ | X Eigenwert von A} heift Spektrum von A.
3. VA € o(A) 3 Eigenvektor w € K™\ {0} :

Aw = \w

Die Eigenvektoren zu A bilden einen Vektorraum, den Eigenraum zu A mit Dimension
= geometrische Vielfachheit von A.

4. Abschétzung der Eigenwerte: Sei A € 0(A4) und w ein Eigenvektor zu A mit ||w|| = 1.
Dann [A| = Al - w]| = [Aw]| = [Aw]| < JA][-[Jw]| = [|A]l = [A] <[ A]
Vertraglichkeit
5. A heifit hermitesch, falls gilt
A= AT (ay; =)
Reelle hermitesche Matrizen heiften symmetrisch. Fiir das Skalarproukt gilt

A= AT & (Az,y)s = (x, Ay)s Y,y € K"

Hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar = &hnlich zu einer Diagonalmatrix, alle
Eigenwerte einer hermiteschen Matrix sind reell. 3 eine orthonormale Basis aus Eigen-
vektoren.

6. A € K™*™ heikt positiv definit, wenn gilt (Az,z)s € R, (Az,z)2 > 0 Vz € K™\ {0}.
Eine hermitesche Matrix ist positiv definit < alle Eigenwerte sind positiv.

7. |Illy (¢2-Norm) im K™ erzeugt eine natiirliche Matrixnorm (Spektralnorm) |||,

Lemma 2.53 (Spektralnorm). Sei A € K"*". Dann ist ATA € K"*" hermitesch und
positiv semidefinit. Fiir die Spektralnorm gilt

Al = max { /[N, A € o(A7 4) }

Sei A hermitesch, bzw. symmetrisch, dann gilt || 4|, = max{|A|, A € 0(A4)}

Beweis. 1) AT A hermitesch, denn
(AT A)" = (ATA)" = AT A.
AT A positiv semidefinit, denn

(AT Az, x)y = (Az, Ax)y = ||Az||2 >0 Vo € K".

2) Es ist nach Definition

Al2 = sup ||Az|?= sup (Az,Az)s = sup (z, AT Azx),.
2 2

[lz]l2=1 llz|l2=1 lz]l2=1

Wegen (1) ist AT A hermitesch und positiv semidefinit, d.h. es ex. U € K"*™ mit U unitdr
und UT AT AU = D, wobei D = diag(A1,..., ), A € a(ATA) und \; > 0 reell.
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Seiy =UTs =U"'z = 2= Uy. Damit folgt mit |\,ez| = max{|\;| | \; € o(ATA)}

|Al3 = sup (x, AT Ax)

lzll2=1

= sup (Uy JATA Uy )2
IUylla=1 >~ ~~

=x

. =T 7T

= sup (y,U" A" AU y)2
lyllamt

= sup (y,Dy)2
lyll2=1

= Ssup ()‘1|y1|2 .t )‘n‘yn|2)
lyll2=1
=220 Ailwil?
n
< sup Z |>‘mar||yi|2
lyll2=1 i=1

= |Amaz| sup ||y||§
llyll2=1

= |)\ma$ | .

Sei y Eigenvektor zu Apa. und |lylls = 1. Dann gilt Dy = A,a.y, also (y,Dy)s =

Amaz (Y, y)2. Damit existiert ein y, s.d. (y, Dy)2 = Apmaz- Also folgt sup (y, Dy)2 = Amaz-
————

llylla=1
=1

Damit folgt die Behauptung fiir A € K"*™. Behauptung fiir A hermitesch analog.

Definition 2.54 (orthonormale/unitére Matrizen). Eine Matrix ) € K™*" heifit ortho-
normal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem im K™ bilden, d.h.

Q:(qla"'aqn) q]'GKm

“ 1, i=3j
(in%)QZQik'ij{ ’

Pt 0, sonst

Falls m = n heifit @ unitéar.

Lemma 2.55. Sei Q € K™*" unitdr. Dann ist @ regulir, Q! = @T und (Qz, Qy)2 =
(l'7y)2, T,y € K"
1Qzll, = [lzll,, = € K"

d.h. euklidisches Skalarproukt und euklidische Norm sind invariant unter unitdren Transfor-
mationen und folglich [|Ql, = ||Q*|, =1

Beweis. 1. Z.2. Q7' = @T
T
a1
Sei Q = (qla LRI qn)7@T = . Dann gllt
a
R TR RS 1 0
7T A . Q .t..
Q . Q _ : . . unitir
T

@ ... T 0 1
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2.
=T
(vaQy)Z = (xaQ Qy)Q = (:Cay)Z
2 2
1Qz[ly = (Qz, Qr)2 = (z,2)2 = ||z,
HQM=‘TgﬂQﬂb=”Tgﬂﬂb=l
lQ7Ml, = sup [|Q7"a]l, = sup [[QQ"zl,= sup lzll, =1
Tll2= l,=1 lzlly=
O
Lemma 2.56 (Storungssatz). Sei || - || beliebige natiirliche Matrixnorm auf K"*™. Die

Storungsmatrix B € K™*™ hat ||B|| < 1. Dann ist die Matrix I+ B reguldr und es gilt

1
1T+ B)~Y < — %7
1—B]
Beweis. Sei x € K. Dann ist
1T+ B)z| = |z + Ba||
Dreiecksungl.
> ]| = [| Bz|
| Bl <[ BIlll]|
> [zl = IBI] - [l
= (1 = IIBI[)[]]
——
>0

Also hat die Gleichung (I+ B)z = 0 nur die Losung = = 0, also ist (I+ B) injektiv und mit 2.49

regulir. Bleibt zu zeigen: ||(I + B)~1|| < ﬁ. Es gilt

1 = (11|
I(I+ B)(I+ B)~'|
= I+ B)"+B(I+ B

Dreicksungl. 1 1
> [T+ B)~ [ = 1B(I+B)~"|

2 1T+ B)~H = 1B - I+ B)~|
= L= BT+ B)~".

Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 2.57. Sei A € K" regulir und A € K"*" s.d. |4 — 4| < ﬁ. Dann ist A
regulér.

Beweis. Esist A = A+ A—-A = (A-A) + A4 = AA (A~ A)+I). Damit folgt ||B|| =
=:B

A7 (A—A)|| < |A7Y-||A— Al < 1. Mit 2.56 folgt I+ A~*(A — A) reguléir. Da A reguléir nach
Vorraussetzung, folgt A = A(I+ A7'(A — A)) regulr. O



Kapitel 3

Funktionen mehrerer Variablen

Wir betrachten im Folgenden Funktionen f: D — K, mit D € K", D # () und Bildbereich
By CK.

Zur Erinnerung:

e Bild und Urbild. Seien M C D, N C f(D) Teilmengen. Dann heifit
f(M):={yeK[3weM:y= f(z)}
das Bild. Weiter heifit
JUN) = {z e D | Ty e N+ flz) =y},
das Urbild. Dann ist By = f(D) und D = f~'(By)

e Notation. f~!(-) meint das Mengen-Urbild, nicht eine Umkehrfunktion.

Da alle Normen auf K™ dquivalent sind, sind alle Aussagen unabhéngig von der gewahlten Norm.
Standard ist die euklid. Norm.

3.1 Stetigkeit

Definition 3.1 (Stetigkeit). Eine Funktion f: D — K, D C K™ heifst stetig in einem Punkt

a € D, wenn fiir alle Folgen (:c(k))keN C D mit z(®) it NH gilt

I (;v(k)) LnicN f(a).

Die Funktion f heifst stetig in D, wenn sie fiir alle € D stetig ist.

Bemerkung 3.2. e Falls f: D — K stetig, dann ist auch f: M — K, M C D stetig.

o f stetig = Re f, Im f, |f] sind stetig.

45
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Lemma 3.3 (e-0-Kriterium der Stetigkeit). f: D — K, D C K" ist stetig in a € D, genau
dann wenn Ve > 0, 30 > 0, s.d. Vz € D gilt

lz—all <6 = |f(z) - fa)] <e.

Beweis. wie fur n = 1. O

Lemma 3.4. Seien f,g: D — K stetig, dann sind f+g¢, f-¢ und g (falls g(x) # 0 Vo € D)
stetig.

Beweis. wie fir n = 1. O

Satz 3.5. Eine stetige Funktion f: D — K, D C K™ ist auf jeder kompakten Menge K C D
beschrankt, d.h.

Beweis. Ang.: f(x) nicht beschrinkt auf K. Dann gilt: V& € N, 3z(*) € K mit |f (x(’“)) | > k,
dh. |f (2®)) [ 222 o,

Die Folge (x(k))keN besitzt auf der kompakten Menge K eine konvergente Teilfolge (l‘(kj )) )

JEN
mit lim k) —p c K.
j—o0
Da f stetig, folgt |f (z(%)) | I | f(z)|. Widerspruch zu |f (z®) | k2o . O

Satz 3.6 (Extremum). Eine stetige Funktion f: D C K™ — K nimmt auf jeder nichtleeren
kompakten Menge K C D ihr Maximum und Minimum an, d.h. es ex. 2™%* und 2™" € K,
s.d.

f(@™*) = sup f(z) = max f(z)

zeK zeK
f@™™) = inf f(z) = min f(z).

Beweis. [ stetig und deshalb beschriankt auf K, d.h. es ex. obere Schranke M := sup f(z).

zeEK
Aufserdem existiert eine Folge (x(k))keN CK,sd. f (x(k)) A2 AL Da K kompakt, existiert
eine konvergente Teilfolge (:c(kj))jeN mit 2k) 2% ¢ =, gmaz € K. Wegen der Stetigkeit von
£, folgt aus f (z*4)) IO f (gmany; f(zmas) = M. O

Bemerkung 3.7 (Anwendung von Satz 3.6). Seien K;, Ko C K", K1 # 0, K5 # () kompakt.
Dann ist die Menge K7 x K5 auch kompakt. Definiere f(z,y) := ||z —y||, z € K1, y € K.

f(z,y) ist stetig, denn

A—ungl.
lf(x,y) = f ) =lz—yll = ll2" =yl < lle—y—2"+¢| <lz—2"[ + [y =]
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Va,o' € Ky und Vy,y' € Ky mit [z —2'|| <d =5 und |ly —¢/'|| <0 = § gilt
|f(x,y) - f(xlayl)‘ <e.
Also ist f(x,y) stetig auf K; x Ko. Mit 3.6 folgt damit: da € K1, b € Ko, s.d.

la—bll= inf |z —y| =:d(Ki,K2) Abstand zwischen Mengen K; und K.
reK1yeKs

Im Fall K3 N Ky = 0, gilt d(K;, K3) > 0. Falls K7 = {a}, dann heifit b € K5 die Projektion des
Punktes a auf K5 (diese ist im Allg. nicht eindeutig bestimmt).

Definition 3.8 (Gleichméfige Stetigkeit). Eine Funktion f: D — K, D C K" ist gleich-
méfig stetig, wenn Ve > 0 36 > 0, s.d.

Yo,y e D: e -yl <6 = |f(x) = f(y)l <e.

Satz 3.9. Eine stetige Funktion f: D — K, D C K" ist auf einer kompakten Menge K C D
gleichméfig stetig.

Beweis. Ang. f nicht gleichmiRig stetig. Dann 3¢ > 0, s.d. Vk € N, ex. Punkte 2(*) und y*) € K,

d.
S ) — ™| < % und ‘f (N)) —f (y(k))’ > e

Da K kompakt, ex. eine konvergente Teilfolge (a:(kﬂ')) _von (z(®)) ey mit lim e =z e K.
JjeN j—00

Wir haben [|z¥) — y®)|| < 1 also

1
[|(ka) — ki) || < w = lim y*) =z = lim 2®9),
j—00 j—00

Da f stetig, folgt _
£ (25) = £ (35)] £ 1£(@) = fl@)] = 0.
Widerspruch zu |f (x(k)) —f (y(k))| > €. O

Definition 3.10 (Konvergenz von Funktionenfolgen). Sei fr: D C K" — K, k € N. (fx)ken
konvergiert

e punktweise gegen eine Funktion f: D — K| falls Vz € D gilt fi(x) LN f(a).

k—o0

e gleichmifig, falls sup,cp |fi(z) — f(z)] —— 0.

Satz 3.11 (Gleichméfige Konvergenz). Sei fr: D C K" — K stetig, f LimicN f gleichmafig
mit f: D — K. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei z € D und ¢ > 0 beliebig. Da (fi)ren gleichméRig gegen f konvergiert, existiert ein

n=n(e) € N sd. sup |fu(y) = F()] < 5.
yeD

Da f, stetig, ex. § >0, s.d. Vy € D gilt: [z —y|| <6 = |fu(z) — fu(y)] < §.
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Dann gilt Vz,y € D mit ||z — y|| < ¢:
@) = S < 1 @) = ful@)] + @) = ] + o) = SO < 5+ 5+ 5 = <.
Also ist f stetig in x. O

Bemerkung 3.12. Analoge Sétze gelten allgemein fiir Funktionen auf kompakten Mengen in
normierten (V.| -||) oder metrischen (X,d(-,-)) Rdumen.

Definition 3.13 (Offene, abgeschlossene Menge bzgl. einer Obermenge aus K™).
1) Eine Teilmenge M C G C K™ heifit relativ - offen bzgl. G, falls Va € M :
3 Kugelumgebung K, (a) s.d. (K,(a)NG) C M

2) M C G C K™ heifit relativ-abgeschlossen (bzgl. G), falls (M® N G) C G relativ-offen
bzgl. G ist.

3) Eine Menge G C K" heifit zusammenhingend, falls keine relativ-offene Zerlegung
G=UUV mit U,V # 0 und U NV = () existiert.

4) Eine offene und zusammenhéngende Menge G C K™ heifit Gebiet.

Beispiel 3.14. Einheitssphére S;(0) = {z € K" | ||z||, = 1}. Als Teilmenge in K" ist S;(0)
abgeschlossen.

Sei M C K™ und offen: Dann ist M N.S1(0) als Teilmenge von K" weder offen noch abgeschlossen;
als Teilmenge in S1(0) ist M N S1(0) relativ-offen bzgl. S (0).

Extrembeispiel: M = S1(0) ist als Teilmenge von K™ abgeschlossen, aber bzgl. S1(0) relativ-offen
und relativ-abgeschlossen.

e M NG (M c K" offen), G C K", ist immer relativ-offen bzgl. G.
e M NG (M C K", abgeschlossen), G C K", ist immer relativ-abgeschlossen bzgl. G.

Lemma 3.15. Sei f: D C K" — K stetig. Dann gilt:

1) Das Urbild f=1(0), wobei O C f(D) relativ-offen, ist relativ-offen in D.

3

)
2) Das Urbild f~1(A), wobei A C f(D) abgeschlossen, ist abgeschlossen.
) Das Bild f(K), wobei K C D kompakt, ist kompakt.

)

4) Das Bild f(G), wobei G C D zusammenhéngend, ist zusammenhéngend.

Beweis.

1) Sei O C f(D) eine relativ-offene Menge. Fiir O gilt: Vf(a) € O 3 relative Kugelumgebung
in O:
(K:(f(a))N f(D)) C O fiir ein € > 0.

f stetig in a = fiir dieses € 3§ > 0 s.d. fir Ks(a) N D gilt f(Ks(a) N D) C (K (f(a)) N
f(D)) CO = VYa€ D (mit f(a) € O) gilt

(Ks(a)nD) c f71(0) = f71(0)

relativ-offen.
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2) Sei (2)en eine konvergente Folge in f~'(A) und lim +®) = 2 € D. Aufgrund der

Stetigkeit von f konvergiert die Bildfolge (f (x(’“)))keN und hm ( .Da A

\_/

abgeschlossen ist, gilt wegen der Charakterisierung iiber Folgenkonvergenz auch f(z) €
A = z € f7YA) = f1(A) abgeschlossen.

3) Z.Z f(K) C K beschriankt und abgeschlossen (= kompakt).

e Die Beschrianktheit folgt aus der Beschrénktheit von stetigen Funktionen auf kompak-
ten Mengen.

e Abgeschlossenheit: Sei (y(k))keN C f(K) eine beliebige Folge mit klim y*) =y e K.
— 00

Die Urbildfolge (z(*)) hen ( = f! (y(k)) ) in K hat aufgrund der Kompaktheit von

Urbild von y(k)
K eine konvergente Teilfolge (x(ki))j o it lim %) = 2 € K. Wegen der Stetigkeit

j—00
von f ist f(z) = lim f (x(kj)) =y = y € f(K) = f(K) abgeschlossen.
j—oo
———
=yki

4) Ann: f(G) nicht zusammenhéngend. Nach Definition existieren dann U,V € K", U #
0,V £0, UNV =0, relativ offen, s.d. f(G) = U UV. Fiir die Urbildmengen gilt also

U'={zeqG|f(x) eU}, V' ={zeG|f(x) eV}, U NV =0,U #0,V' #0,
nach 1) sind U’ und V' relativ offen und G =U' UV’

= @ nicht zusammenhéngend %

= f(G) zusammenhéngend.

Satz 3.16 (Zwischenwertsatz). Sei f : D C K"® — R stetig und D zusammenhéngend.
Dann nimmt f fiir alle a,b € D jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Insbesondere hat f
eine Nullstelle in D, falls f(a) - f(b) < 0.

Beweis. Wegen Lemma 3.15 ist der Bildbereich f(D) C R zusammenhéngend.

Z.Z. f(D) ist ein (zusammenhingendes) Intervall.

Annahme: f(D) ist kein Intervall = 3f(z), f(y) € f(D) und z ¢ f(D) zwischen f(x) und
f(y). Dann sind die Mengen

U:=f(D)N(—o0,z), V= f(D)N(z,00)
disjunkt, UNV =0, U # 0, V # 0, U,V sind relativ-offen bzgl. f(D) und UNV = f(D)

= f(D) nicht zusammenhéngend 4.
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3.2 Vektor- und Matrixwertige Funktionen

f:DCK" - K™
f:DCK" K™
f:D C K™ o Krxe

e Mit Hilfe von Normen in K" und K"*" sind die Definitionen von Stetigkeit etc. iibertrag-
bart auf Vektor- und Matrixwertige Funktionen. = solche stetigen Abbildungen auf
kompakten Mengen sind gleichméfig stetig und beschrankt.

e f:D CK"” — K" stetig & alle Komponenten f; : D C K*" - K, i =1,...,m sind stetig
(genauso fir f: D C K™*™ — K™ etc.)

Lemma 3.17. Seien g : D C K* - B C K™ und f : B — K" stetig. Dann ist die
Komposition fog: D C K®" — K" stetig.

Beweis. Sei z € D, ) ¢ D s.d. lim z®) = z. Es gilt

k—o00
g stetig — y(k) = g(:c(k)) k% g(x) =:
— 00

Y
fstetis = (fog) (2™) = (g (a™)) = &™) = fWw)

k—o0

Also ist (f o g) stetig. O

Lemma 3.18. Sei D C K" kompakt und f : D — B C K" injektiv und stetig. Dann ist
die Umkehrfunktion f~!: B — D stetig.

. . k . . . . k _
Beweis. Sei (y( ))keN eine Folge in B mit klir& y*) =y e B.
Z.Z. f! (y(k)) — fHy) (= f! stetig), d.h. 2(F) — .
k—00 N — k— o0
= (R -

Die Folge (x(k)) C D ist aufgrund der Beschrinktheit von D auch beschrankt, also existiert
eine konvergente Teilfolge (m(kﬂ'))j oy it lim %) = ¢ € D. Wegen der Stetigkeit von f ist
j—o0

f(x(kj)) = f(§). Auberdem gilt
j—o0

y=:fg)
f injektiv

f(w(’“")) =y 5y = y=f(9 z=¢
j—oo

Also konvergieren alle konvergenten Teilfolgen von (x(k)) gegen v = (¥ k—> x. O
—00
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3.2.1 Lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Motivation: Es sei ein quadratisches Gleichungssystem der Form

fl(l‘l,...,al‘n): b1

fn(-rh AR 7(En): b’ﬂ7
eine Vektorform f(z) = b und ein b € K™ gegeben, s.d.

h
: D C K" — K"

~
|

fn
Ziel: x = f~1(b) finden als Grenzwert einer Folge (Jc(k))keN.
Ansatz: Definiere g(x) := . —o(f(x) —b) fiir ein ¢ € K\ {0} und suche Fixpunkt von g: D — K"
(z = g()).

Fixpunktiteration: Startwert 2(?). Iterationsschritt

e =gz, keN.

Falls f stetig, dann ist auch g stetig. Damit folgt, falls 2(*) LinicN z, dann g (w(kfl)) Ao, g(z).

Damit folgt
() — (k=1
x =g (ac )) .
—_———

k— oo
T k— oo

—9(@)
Fiir k — oo, folgt also = g(x), also ist « Fixpunkt. Damit folgt = = g(z) = 2 —o(f(x) —b) =
f(z) =0

Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert die Fixpunktiteration?

Definition 3.19 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion g: D C K" — K™ heifst
Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante L < oo existiert, s.d.

lg(z) — gl < Lz -yl Va,y € D.

Falls L < 1 heift g Kontraktion (beziigl. Norm || - ||).

Satz 3.20 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei g: D C K" — K" eine Funktion mit den
Eigenschaften

1) g(M) = M fiir ein M C D, M abgeschlossen

2) g ist Kontraktion auf M, d.h. 3L < 1, s.d. |lg(z) — g(v)|| < L||lz — 9|, Vz,y € M.

Dann gilt

(i) Es existiert genau ein Fixpunkt 2* € M von g.

(ii) V2@ € M ist die Iterationsfolge z*) = g (2*~1) wohldefiniert (z(*) € M) und

k
plk) B0
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(iii) Es gilt die Abschétzung:

Lk
Iz — 2| ST 3 IISv(1 — 2.

Beweis. (i) Seien z,z’ € M zwei Fixpunkte. Dann
lz = 2’|l = llg(z) — g(@")|| < Lfjz — 2]
Damit folgt
1-L)|z—2'|<0 = |z—2'|=0 = z =12
—— ——

>0 >0

(i) g(M) =M = z® = g(2*=Y), k € N ist wohldefiniert, d.h. z¥) € M, Vk € N, falls

) e M.
7.z.: %) konvergiert mit lim z*) € M, also g.z.z.: (m(k))k ist Cauchy-Folge.
k—o0 €N
R T
< L™ — oY)
= Lo (=) —o ()]
< L-L-[a®Y —zk=2)
< L-...-Lllz® —zO)
k

= e =)
Seien k, m beliebig. Dann gilt Ve > 0
[attm) _ @) = |gpletm) _ plemel) g g (em=1) (kD) ()
< et — glmaly gD ()|
L z®HD — B 4 L2 2 = aF) L D — )
(LMt L2 4 1) 23D — 2B
- ﬂnx(kﬂ) — 2

1-L
1-Lm
< o M-
k
< 1o lke® -2
1—
L<1

< € fiir k£ grof genug.

Also ist (w(k))keN eine Cauchy-Folge in M und es existiert ein z* € M, s.d. (:E(k))keN gegen
z* konvergiert. z* ist ein Fixpunkt von g, weil

xt = khm z®) = hm g( (k_l)) g sietie g ( lim m(k_l)) = g(x").
—00 k—o00 k—o00
(iii) Fiir festes k € N gilt
m L’C . L’C
I ™™ —aW) < == [la® =20 = " — 2P| < T [ls" 2.

m— 0o

] -
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O

Bemerkung 3.21. Fiir den Beweis ist wichtig, dass der grundlegende Raum vollsténdig ist, d.h.
dass alle Cauchy-Folgen in diesem Raum konvergieren.

Bemerkung 3.22 (Anwendung: Lineare Gleichungssysteme). A = (a”)” , € K™ reguldr
und b = (b;)"_, € K". Da A reguliir, hat das LGS Az = b genau eine Losung z* = A~'b. Sei
g(x) =z —o(Ax — b) mit 0 € K\ {0}.

Fixpunktiteration z(*) = (k1) — U(Ax(k_l) —b), k € N konvergiert, wenn g kontraktiv ist. Zum
Beispiel in /5:
lg(z) = gW)ll2 = llz — o(Az —b) —y + o(Ay — )|l
=z —y—ocAlz -yl
= [T=cA)(z —y)l2
< T=cAllzllz —yll2,

d.h. g kontraktiv, falls [I — o Alj2 < 1.
Frage: Wahl von o? Wihle o = ||Al|5} = TAl= AH , falls A hermitesch und positiv definit (=

4Richardson Iteration®). Zu iiberpriifen H]I — W H < 1. Da A positiv definit und hermitesch,
e |l2

sind alle Eigenwerte A > 0. Es gilt VEW: 0 < A < || A]|o. Fiir EW von I— HAﬁ gilb p=1— HAHOO

A Eigenwert von A. Also0 <1 — < 1, mit 2.53 folgt H I— < 1. Falls A hermitesch

A A H
4]l [[Allsc Il2

=u hermitesch
und positiv definit, ist also die Richardson Iteration konvergent.

Definition 3.23 (Starke Monotonie). Eine Funktion f: D C R™ — R™ heifst stark mono-
ton, wenn eine Konstante m > 0 existiert, s.d. Va,y € D gilt

(f(z) = f(y),x = y)2 > mllz — y|l3.

Bemerkung 3.24 (Anwendung: Nichtlineare Gleichungssysteme). Sei f: D C R™® — R"™ Lip-
schitz stetig mit L und stark monoton mit m > 0. Betrachte f(z) = b, g(z) == x — 6(f(z) — b).

Frage: Wahl von 6, s.d. Vz(©) € D die Fixpunktiteration konvergiert? Es ist

lg(z) = gW)II3 = llz — 6(f(x) = b) —y +0(f(y) = b)I3
=z —y—0(f(2) - fW)l3
=z —yll3 = 20(z —y, f(x) = f(¥)2 + O f (=) — fFW)I3
<z = yll3 = 20mllz — y||3 + 6L? ||z — I3
= (1-20m + 6°L?)||x — y||3.
Die Fixpunktiteration konvergiert, falls 1 — 20m + 2L? < 1, d.h. fiir § € (0, 2{’;) Dann existiert
ein x* = klgr;o ™) mit g(z*) = 2*. Ist 2* cindeutig? Seien z, 2’ zwei Losungen. Dann ist

0 = (f(x) —b+b— f(z'), 2 — )2
=0

= (f(z) = f(2'), 2 — a')

f stark monoton

> mlle — '3

> 0.

Also x = 2/, damit ist z* eindeutig.



Kapitel 4

Differenzierbare Funktionen in R"

Betrachte die Abbildung f: D C R™ — R"™. Die Stetigkeitsdefinition von f entspricht der Ste-
tigkeit von f in R. Aber: Differenzierbarkeit einer Funktion g: I C R — R,

(a0 = iy L1 I z0)

Fir h € R™ nicht sinnvoll.

4.1 Partielle Differenzierbarkeit

Definition 4.1 (Partielle Ableitung). Sei D C R™ offen und f: D — R.

e f heifst im Punkt = € D partiell differenzierbar nach i-ter Koordinatenrichtung, falls

der Grenwert ,
flz+h-eD)—f(x)

0; =i

zf(l') h1—>InO h

existiert mit e() := i-te Spalte der n x n Einheitsmatrix. Schreibweise auch %(z)
oder %ff)

o f heit partiell differenzierbar in z € D, falls 0; f(x) fiir alle 1 < i < n existieren.
e Sind 0, f(x) Vi stetig, dann heifit f stetig partiell differenzierbar.

e Falls f: D CR™ — R™, dann heifit f (stetig) partiell differenzierbar, falls alle Kom-
ponentenfunktionen f; (1 < j < m) (stetig) partiell differenzierbar in z € D sind, d.h.
wenn 0;f;(z) Vi=1,...,n, j =1,...,m existieren.

Bemerkung 4.2 (Interpretation als gewShnliche Ableitung). Sei f(x) = f(z1,...,2y). Definiere

f&) = flx1,.. . xi—1, & Tig1, .-y @n), A 21,00 21, @41, - ., Ty, Test. Dann ist
_ df©
0if(x) = Tde

D.h. fiir partielle Ableitungen gelten analoge Regeln, wie fiir die gewShnliche Ableitung, insbe-
sondere Produktregel, Quotientenregel und auch Kettenregel.

54



4.1. PARTIELLE DIFFERENZIERBARKEIT 55

Beispiel 4.3. Die Funktion

(@) = llalls =

n
§ 2

x;.
i=1

ist in D = R™\ {0} stetig partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen

gew. Kettenregel } 1 9 — ZT;
2 vE?:l 7 BENETP

Sei F: Ry — R beliebige differenzierbare Funktion. Dann ist f(z) = F(r(z)) auf R™ \ {0}
definiert und partiell differenzierbar.

Oir(T1,y ..y Tiye oy Tp)

= AP 51 = P r(a)) Z = (o)

%@ =4, B

Bemerkung 4.4. Fir n = 1 gilt: f differenzierbar = f stetig. Fiir n > 1 und f partiell
differenzierbar, folgt i.A. nicht, dass f stetig ist.

Satz 4.5. Sei D C R" offen und f: D — R. Fiir z € D gelte: 3K ,.(z) C D, s.d. die partiellen
Ableitungen 9;f(y), ¢ = 1,...,n beschrankt sind Vy € K, (z), d.h.

sup [0if(y)| <M, i=1,...,n.
yeKr(I)

Dann gilt f stetig in Punkt x.

Beweis. Sein =2 und y = (y1,y2) € K, (). Es ist

Fi,y2) — f(e,22) = fly,ye) — f(21,92) + f(z1,92) — fw1, 22)

Mit yo fest, folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 3¢ = £(y2) zwischen y; und
x1, also

Flyrye) = flan,ye) M0 80f(€,y2)(y1 — 1)

Analog fiir 1 fest und n(x1) zwischen yo und x5

Flan,y2) = fla,ee) V2% Oy f(@1,m)(ys — x2)

Dann folgt
1fy) = f@)] < [01f(Ey2)llyr — 21| + |02 f(22,m)] [y2 — 22|
—— —
<M <M
< M(lyr — 21| + |y2 — x2|)

My — (1.
Sei € € (0, r] beliebig, dann gilt fiir 0 == 7
ly—zlh <6 = [f(y) - fY)| <e

Also f stetig in x und wegen |f(y) — f(x)] < M|ly — x|[; sogar Lipschitz-stetig. Fiir n > 2
analog. O
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Definition 4.6. Sei f: D C R™ — R partiell differenzierbar mit 9;f: D — R.

e Falls 0; f partiell differenzierbar sind, dann heifst f zweimal partiell differenzierbar mit
den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

Pie D (2]

0:0 f(z) = O0x;0x; = Ox; \ Oxj

o f heiflt k-mal stetig partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen k-ter Ord-
nung von f existieren und stetig sind.

Bemerkung 4.7. Im Allgemeinen ist 0;0; f(x) # 0,0, f(x)!

Satz 4.8 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge). Sei D C R™ offen und f: D —
R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung K, () C D eines Punktes € D. Dann
gilt

&ajf(x) :c%alf(x), V’L,] = 1,...,TL.

Allgemein: Fiir eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen vertauschbar.

Beweis. 1) Sein =2 und

A= f(z1 + hi, 22 + he) — f(x1 + hi,22) — f(z1, 22 + he) + f(21,22) .

=p(z1+h1) =p(z1)

Definiere p(x) == f(x, o+ ha) — f(2x,x2). Dann ist A = p(x1+ h1) — p(x1). Mit dem MWS
beziigl. z; folgt

o(x1 4+ h1) — (21) = et 0) b, 6 € (0,m)
Fiir ¢’ gilt
o' (z1) - O f(x1, 22+ ho) — O1f (21, 22)
VWS L B (O f (w1, o+ 0])) ha, 0 € (0, ho)

Dann folgt
o' (x1+01) = D2 (91 f (21 + 01,22 + 07)) ha.
Und damit ist
A = (x4 601)h = (01 f(z1+ 01,22 +60))) - hy - ho

Analog definiere ¢(z) = f(x1 + h1,z) — f(z1, ), dann
A= (@24 ha) = Y(x2)
wie_oben hat (23 + 0)
= hy-ho01(Oof (1 + 02,20 + 65)), 62 € (0,h1),65 € (0, ha).
Also folgt

D201 f (w1 + 01,20 + 67) = = 0o f(z1 + 02,0 + 05).

A4
hy - ho
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Die partiellen Ableitungen 020, f und 910 f sind stetig in K,.(z), also gilt fiir hy, he — 0,

d.h. 21 + 64 —>$1,$2+9/1 — To,...

D201 f (w1 + 61,22 + 67) Tuha0, 0201 f ()

8182f($1 +92,£L'2 +6‘/2) 8182f(x)
Also 0102 f (x) = 020; f(x). Fiir n > 2 analog.

h1,ha—0

2) Sei f k-mal stetig differenzierbar. Dann folgt durch Induktion nach k

fiir jede Permutation (i1, ...,4) von (1...k).

Definition 4.9 (Begriffe der Vektoranalysis).

e Gradient: Sei D C R" offen und f: D — R eine partiell differenzierbare Funktion. Der
Vektor
o f(z)
gradf(z) = Vf(z) == : € R"
Onf(x)
heifst der Gradient von f in z € D.

e Hesse-Matrix: Sei D C R"™ offen, f: D — R eine zweimal partiell differenzierbare
Funktion. Die Matrix

Hy(x) = V2 [f(z) = (8:0; f(2))} ;= € R™"
heifft Hesse-Matrix von f im Punkt x € D.

e Jacobi-Matrix: Sei D C R™ offen, f: D — R™ eine partiell differenzierbare Vektor-
funktion. Die Matrix

Ofi -+ Onhfi
Jf(l‘) = : .'. : ERTHXYL-
heifst Funktionalmatrix oder auch Jacobimatrix von f in x € D.
Schreibweise: J;(x) = f'(x) = (Vf(z))".

Beispiel 4.10. r(z) = ||z||2-

Vr(z) = | 0r(z) | = | 7y | €R™

Fiir die Hesse-Matrix V2r(z) = (Bj %)M:I folgt

(z)—r,% 1 x? _
ag( e ) _] T T e T
Ti e TiT;
’I’(Q?) - T(x()z) = _r(oc)3 7 7é J
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Diese Hesse-Matrix ist die Jacobi-Matrix der Vektorfunktion v(z) = 7_(”;) = | r@

4.2 Totale Differenzierbarkeit

Erinnerung (Analysis 1) f: D — R, D C R, ist genau dann in = € D differenzierbar, falls f
in z ,gut* linear approximierbar ist, d.h. 3a € R mit f(z + h) = f(z) + a - h + w(h) wobei

lim ) =0 (f/(2) = a).

Definition 4.11 (total differenzierbar). Es sei D C R" offen und f: D — R™ eine Ab-
bildung. f heifst im Punkt x € D (total) differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung
A: R™ — R™ gibt, sodass

hmf(erh)ff(x)—AJL

o ]

=0 (4.1)

Oft wird (4.1) durch eine Bedingung an den Rest w(h), w: D — R™ definiert:
flx+h)=f(z) +A-h+wh),

wobei %in}) % =0 (< (4.1),< w(h) = o(J|h]])). Da alle Normen auf R™ &dquivalent sind,
—

ist es gleichgiiltig, welche Norm man in (4.1) verwendet.

A heifit das Differential von f im Punkt z. Schreibweise:

df(CC), df a:’ dfm» Df(l'), Df :57 Dfmv df(.’ﬂ) ) Df(l’o)

T=T0

Bemerkung 4.12. Fir n = m = 1 ist die Definition der totalen Ableitung &quivalent zur
Definition der Ableitung von Funktionen einer Variablen.

Satz 4.13 (Differenzierbarkeit). Sei D C R™ offen. Fiir Funktionen f : D — R™ gilt:
1) Sei f in « € D differenzierbar, dann ist f partiell differenzierbar und Df(z) =
Jr(x), Jp(x) Jacobi-Matrix

2) Sei f partiell differenzierbar in einer Umgebung von x € D und die partiellen Ablei-
tungen stetig in x, dann ist f differenzierbar in x.

Beweis. n =2 und m = 1.

1) Sei f differenzierbar. Dann gilt

. fla+hieD)—fla) @ , w(hi)
i 3 = i { Df(z) - e+ ==
_ ) i W)
Df(w)- et + lim ==
N———
—0
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0 f1
— £ partiell differenzierbar und Df(z)e(®) = ; = Df(x) = J¢(z).
aifm

2) Sei f stetig partiell differenzierbar und h = (Zl> Dann gilt
2
fle+h)—f(x) = f(z14+hi, 224 ha) — f(z1 4+ hi,22) + f(w1 + ha,22) — f(1, 22)
361,02 € (0,1) mit
f(I + h) — f(l‘) M\:)VS hgagf(lfl + hl,l‘g + 65 - hg) =+ hlalf(l’l + 0y - h1,$2)
= ha(O2f(w1,22) +w2(h1, h2)) + h1 (01 f (w1, 22) + wi(ha, h2)),

wobei

wi(hi,he) = O1f(x1+01hi,x2) — 01 f(x1, 22)

und
walhi,hy) = Oaf (w1 + hy, 22 + 02ho) — Oz f (v1,2).
O1f(x),02f(x) stetig = }llirr%) wi(hy, ha) =0, }llirr%) wa(h1, ha) = 0. Daher gilt
— —

flr+h)—f@) = mdif(@)+hadsf (@) + hawi(h) + hows(h)
= (9fi(2),0fa()) (Z;) + (wi (h), w2 (h)) (Z;)
= Df(z) h+ah)

mit }llir% %}h)” = 0. Also ist f differenzierbar und D f(x) = VT f(z).
—

O

Korollar 4.14. stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar = partiell
differenzierbar. Die umgekehrten Implikationen gelten im Allgemeinen nicht.

Lemma 4.15 (Richtungsableitung). Sei D € R"™ offen, f: D — R im Punkt z € D dif-
ferenzierbar. Dann gilt Yo € R™ mit ||v]|, = 1 existiert die Ableitung in Richtung v (sog.
Richtungsableitung)

ov N0 t

und

af .
@) = (Vf(@).v);

Beweis. Sei x € D und definiere die Funktion £(t) := x4 tv. £(t) € D fiir t € [0, ¢) fur geniigend
kleine € > 0. Betrachte die Komposition h := f o ¢ : [0,e) — R. Dann gilt

of

F(w) Def. Rich:tungsabl. lim f($ + t'U) - f(m)
v

t\0 t

Def. AbL. d

t=0

f(w-l—tv);(f(’g)(t) ﬁ
dt

= h'(0)

t=0
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Kettenregel:

£(0)=a-+0-v = Of
= h'(0) i, Z () - g

- (V). )2

Korollar 4.16. Sei Vf(z) # 0. Dann ist der Winkel 6 zwischen zwei Vektoren v € R” und
V f(z) € R™ definiert durch
(Vf(l'), U)Q

s = @, ol

Damit gilt fiir |Jv|l, =1

0 emma 4. V=
O () L2 415 (9 )y = 1)y ol - cos(0) "2 9 ()1 - cos(0)

6—{;(33) wird maximal, wenn cos(f) = 1, also wenn v und V f(x) die gleiche Richtung haben:

2
d.h. der Vektor V f(z) ist die Richtung des stérksten Anstiegs von f im Punkt z.

Bemerkung 4.17. 1. Es gibt Funktionen, fiir welche alle Richtungsableitungen existieren,
die aber dennoch nicht (total) differenzierbar sind.

2. Es gibt Funktionen, die stetig und partiell differenzierbar, aber nicht (total) differenzierbar
sind.

Satz 4.18 (Kettenregel). Seien Dy C R™ und Dy C R™ offen, g: Dy = R™, f: Dy - R"
Abbildungen. Falls g im Punkt 2 € Dy und f im Punkt y = g(x) € Dy differenzierbar sind,
gilt: Die Komposition h = f o g ist im Punkt z differenzierbar und

Dih(x) = Dy f(9(x)) Dag(x)
—— SN — N——
cRrxXm cRTXn cRnxm

Beweis. Seien x € Dy und y = g(z) € Dy. Dann gilt nach Voraussetzungen

E 2 i el
Fly+mn) = fy) + Dy f(y)n+wr(n) mit 1 Aer@l

vinen, Il
lInll—0
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Dann erhalten wir

(fog)(z+§) = flg(z +£))
g(x+£)=g(:x)+n=y+n f(y )
f(y) +Dyf(y)-n+ws(n)
= f) + Dy f(y)(Dg(x)€ + wy(§)) +ws(n)
= f() + Dy f(y)Deg(x) - § + Dy f(y)wy(§) +wys(n)

= (f 0 9)(@) + Dy f(y) Dag() - + wyog(E),
—_———

Dy (fog)

wobei hier wyoq(§) = Dy f(y)wy(§) +wyr(n). Es geniigt also zu zeigen, dass

sl _

i
lei—o i€l
Aus Hglm % = 0 folgt sofort l‘g‘m W = 0. Wir schliefen aber auch, dass es eine
-0 —0

Konstante ¢ > 0 geben muss, sodass |Jwg(§)|| < c¢||£]]. Wegen | 11Hm ”wﬁﬂ’)u

mit lin% @r(n) = 0 geben, sodass wy(n) = ||n|| - ©s(n). Mit diesen Aussagen gilt:
n—

= 0 muss es ein &y (n)

lws (Ml = [1Dzg(2)€ + wy ()] oy ()l
< (ID2g@)[ N+ llwg (1D - o (]
< (ID2g(@)[ + ) €l - lloy ()l

wy(n) _
| & I < (1D.g@) + ) - 135
Wegen hm n = lim D,g(x)€ + wy(£) = 0 folgt lim ws(n) = 0 und damit
£—0 §—0

sl _ N
0 < Jim FPE < i (1D2g(@)] + ) - 135 )l = (IDag (@)l +¢)-

lim & =
5%%(?7)“ 0

Insgesamt erhalten wir

i Joren@ ISl sl
leli—=o[I€]l lli—0 €]l e-0  [I¢]]
O
Bemerkung 4.19 (Komponentenweise fiir i =1,...,mund j =1,...,r).
- 3f g
_ Oh; i
H/—/

0i(fog);

Spezialfall m=r =1 (¢9: Dy CR—=R", f: Dy CR” - R)

d d

W(a) = —hia) = =3 S (912 0a()) - () = (T, (g(0), ()2
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4.3 Mittelwertsatz

Bemerkung 4.20. Reminder:
(1) Ist f: [a,b] — R differenzierbar, dann gilt (HDI):

1 1
f(x+h)—f(:z:)=/0 %f(x+sh)ds Kettenregel /f’(x+sh)~hds

0

_ (/Olf’(a:+sh)ds>~h.

(2) Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 37 € (0,1) sodass:
fx+h)— f(z)= f'(x+Th)- h.

(3) Sei A= (a;;); ", +[a,b] — R™*". Dann sei:

/ CA(s)ds = ( / b az‘,j(s)d5>

m,n

2,j=1

Satz 4.21 (Mittelwertsatz). Seien D C R™ offen, f : D — R stetig differenzierbar, sei
x € D und h € R" sodass x + sh € D, fiir s € [0,1]. Dann gilt:

T

/1Vf(x+sh)ds) - h.

0

fla+h)— f(z) = (/OIVf(:c—ksh)ds,h)Q— (

Sei f: D — R™ stetig differenzierbar, mit Jacobi-Matrix Jy(z), dann gilt:

Flx+h)— (/ Jy(z + sh)d )h

Beweis. Sei f: D — R™. Sei g;: [0,1] > R, g,(s) = fj(x + sh). Dann gilt:

1
ettenrege a
fla 1) = f3(@) = 551) = 550) "2 [ gi(5)ds K2 g‘/zafa:+sh hids.
0 7

Ist m =1, so gilt:
flx+h) - :/Z x + sh)ds - h—i(/l af(av—&—sh)ds).h,
—1 =1 0 81‘1 !

_ (/0 Vf(m+sh)ds,h>2

Ist m > 2, so gilt analog zu oben:

flx+h)— flz) = (/()1Jf($+8h)d8) - h.
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Bemerkung 4.22. Fir m =1, d.h. f: R” D D — R gilt sogar fiir ein bestimmtes 7 € (0, 1):
1
flx+h)— f(z) = / (VT f(z+sh)-h) ds =V f(z+7h) - h.
0

Fiir m > 2 im Allgemeinen aber nicht (da 7 € [0, 1] nicht fiir alle Komponenten gleich gewéhlt
werden kann):

flx+h)— f(z) # Jp(z+Th) - h.

Lemma 4.23. Seien v : [a,b] = R"™ und A : [a,b] — R™*" stetig. Dann gilt:

|/abv(8)ds s/ab o(s)l, ds. ‘/abA(S)ds

Beweis. Sei v € R™, u = ffv(s) ds = und K = |Ju||,. Dann gilt:

b
< / 1A(s)]], ds
2 a

K2 Ny ), = (/abu(s)ds,u> :/b (v(s), ), ds

2 a
CsU b b
2 / lo()ll - lull, ds = K - / (sl ds

b b
[ vtsras E 1@, as.

Der Beweis fiir A(s) folgt ganz analog mit u = f;A(s) ds € R™*", O

Definition 4.24. D C K" heift konvex, genau dann wenn: fiir alle z,2’ € D und fiir alle
Ae0,1]gilt Aoz + (1 —MN)z' €D.

Geometrisch: Fiir zwei Punkte in D liegt die Verbindungsstrecke der beiden Punkte stets
ganz in D.

Korollar 4.25. Seien D C R" offen, f : D — R™ stetig differenzierbar. Sei x € D und
e > 0 sodass K.(z) C D. Dann gilt:

1f(y) = f@)lly < M-Jly—zll, VyeKe

mit M = sup,ck_() |5 (2)]l,, das heifit f ist lokal Lipschitz-stetig.
Sei D konvex, dann gilt

1f(y) = f@)lly <M-Jly—zl, Ve,yeD

mit M = sup,cp ||.J;(2)|l,, das heilt f ist auf D Lipschitz-stetig.




64 KAPITEL 4. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN IN RY

Beweis. Aus Lemma 4.23 folgt:

1 1
/ Ji(x +sh)hds|| < / || J¢(x + sh)h||, ds
0 2 Jo

1
S/‘Wﬂm+mWﬂmmds
< sup 7Gx + Ml Il

0<s<

1
|ﬂx+m—f@w2=MAJﬂx+mwa5 <M fath— |,

2

Sei D nun konvex. Fiir z,y € D gilt dann:
z=ty+(1—-tlz=x+tly—x)eD, tel0,1].

Sei g(t) .= f(x + t(y — x)) fur ¢t € [0,1]. Dann gilt fir ¢ € {1,...,m}:

fily) — i) = gs(1) — mu—Agzds—/ S ULy =) s,
Und damit in Vektorform:
@) - @l = HA=U@+S@—w»Ky—@d82

Lemma 4.23 1
< A\uﬂx+s@—m»-@—xm2ds

1
< A\Uﬂx+4y—mm2wy—ﬂbds

< sup ||Jg(z+ s(y —x))lly - ly — xll,
0<s<1
D konvex
< sup [[J¢(2)[ly - ly — |l
zeD
= M-y —z|,.

O

Bemerkung 4.26. Obige Lipschitz-Konstante liefert eine Abschétzung fiir die Ableitungen/
Jacobi-Matrix von f.

4.4 Taylor-Entwicklung

Bemerkung 4.27. Reminder - Hohere Ableitungen:

(1) Sei D C R™ offen, f : D — R™ partiell differenzierbar. Seien alle partiellen Ableitungen
0 f1 o
8if D — Rma azf = : ) alf = f
8ifm
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wieder partiell differenzierbar. Dann ist f zweimal differenzierbar auf D (mit Ableitungen
8j8if, 1,] € {1, ey n})

Allgemein: (induktiv) f : D — R™ ist (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn f k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung 0;,0;, , ... 0i, f
(iky---,31 € {1,...,n}) partiell differenzierbar sind.

f: D — R™ ist k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar ist und
alle partiellen Ableitungen der k-ten Ordnung stetig sind (f € C*(D,R™)).
Es gilt:
feCYD,R™) <= 0;f:D — R™ ist stetig Vi € {1,...,n}

<~ 0;fk: D — Rist stetigVi € {1,...,n}, k€ {l,...,m}

<= [ ist total differenzierbar in D und = — J¢(x) = (0; fr):,i stetig
Ist f € C*(D,R™), dann sind die Ableitungen der k — 1-ten Ordnung 8;, , ...0;,f : D —

R™ total differenzierbar, weil stetig partiell differenzierbar. Also ist 9;, , ...0;, f stetig
und damit sind alle Ableitungen k£ — 1-ter Ordnung stetig. Ananolg folgt induktiv, dass alle
Ableitungen j-ter Ordnung mit j < k stetig auf D sind.

Seien D C R" offen, f : D — R™. Existieren 0;f,0;f und 9;0;f auf D (i,j € {1,...,n})
und 0;0; f stetig in a € D. Dann existiert 0;0; f und es gilt

818jf(a) = @&f(a)
Seien D C R™ und f € C¥(D,R™). Sei m € S, eine Permutation, dann gilt:

&-k azlf = 8¢W(k) ...87;7r(1)f, V’L.l,...,ik € {1,,TL}

Reminder - Taylor-Entwicklung in R:

(1) Sei f:(a,b) = R (r+ 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:

k)
flat+h)=>" fox)hk + R (x,h).
k=0 ’

(2) Fiir das Restglied in Lagrange-Form gilt (6 € (0, 1)):

FOD (2 + 0n)

f —
RT+1(1’,h) - (7,+1)!

hr+l

(3) Fiir das Restglied in Integral-Form:

hr+1

) 1
Rl (x,h) = /O FUH (@4 th)(1 — )" dt

r!

Satz 4.28 (Taylor-Formel). Seien D C R™ offen, x € D, h € R" mit {z+th |t € [0,1]} C D



66 KAPITEL 4. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN IN RY

und f € C"TY(D,R). Dann existiert ein § € [0, 1] sodass gilt:

f(x+h):f(x)+2% Z Oy - Oy () - By -y,
k=1 "

i1, in=1

Taylor-Polynom

n

1
+ (71+1)] Z 8ir+l 8“f($+9h) 'hi1 "'hirJrl

015yt p1=1

Restglied

Beweis. Sei g: [0,1] — R, g(t) :== f(x +th). Es gilt g € C"*1([0, 1], R) und

k n k
%: > L_(ch)-hil---hik. (4.2)

Wir zeigen (4.2) durch Induktion nach k.
(TA) k=1 Esist g € C' und nach Kettenregel gilt:

W(t) = Ef(:c +th) = ; R h;.

(IV) Fiir ein k € N gilt (4.2).
(IS) k— k+1 Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

d* gty d "L OFf(z+th)
At T dt _Z By, Oy,
11

_ i OFHLf(z + th)

89:ik+1 e 3:17i1

hy, - h

Tot1”
11,5t 41=1

Ferner liefert die Taylor-Formel in R fiir g die Existenz eines 6 € [0, 1] sodass gilt:

T gk (r+1)
9(1) = 9(0) = f(z+h) — f(z) = <Z g k'(())) n g(ri 1()0?
k=1 ’ :

Einsetzen von (4.2) liefert die Behauptung. O

Bemerkung 4.29. Um die Notation vieler, verschieden indizierter partieller Ableitungen zu
erleichtern, fithren wir die Multiindex-Notation ein:
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Fir = (e, ..., ap) € N seien:

la] == a1+ +a, € Ny

ololf
ozt ... dxpn’
al = oyl a,! € Ny,

RY = AT A0 € R, fiir h = (hy,...,hn)" € R™

Of == 9. o f = fir f € Cl°l(D,R),

Beispiel 4.30. Seien n = 3, a = (a1, a3, ag). Multiindizes der Ordnung |«| = 2 sind:

o (2,0,0) (0,2,0) | (0,0,2) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1)
a! 21.01-0'=2 2 2 1 1 1
oo f ’f %f 2%f *f 2*f %f
6:6% 81’% Bzg Ox10x2? Ox10x3 02013

Summennotation fiir partielle Ableitungen 2-ter Ordnung;:

N
PDLEEE v Rl v R el S el S SR, Ry w

|| =2

Bemerkung 4.31. Mit dieser Notation lasst sich die Taylor-Formel kompakt schreiben als:

fa+n =Y aaifx)h%r 3 Llf%frehha.
jaf<r ja=r+1 '

Beweis. Die Reihenfolge der Differenzierung kann vertauscht werden. Daraus folgt fiir alle k-
Tupel (i1,...,4) mit i; € {1,...,n} fir j € {1,...,k}:

Qi+ 0 f(y) - hay -+~ iy, = 0 O f(y) - by -+ - by = 0% f(y) - h*
wobei o = (a1,...,0p) mit oy = #{i; | i; = s fiir j € {1,...,k}} (Anzahl wie oft Index s in

(i1, ...,1) vorkommt).
Ohne Beweis (siehe S.72 Skript Ana2 Rolf Rannacher): fiir o € Nj mit || = k gilt: die Anzahl

von k-Tupeln (i1,...,i;) bei denen der Index s genau as-mal vorkommt ist
k! k!
all-a,! ol

Daraus folgt

d*g " 9 f(z+th) k! o N
0= 2 gr gy kb= X o OO S (e RS B

K .
=> 0 f(w+ th)h®,

i_d’;g(t): 3 O f(x+th), o

! a!
k=0 || <r
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Und konnen ferner festhalten:

Taylor inR 1 1 dr+1g(e)
Jlwth) = Z o ST

:Zaaa! b s 1) 5 (r+ D10 (e +0h)

or (r+1)! al

|a|=r+1

_ 9 f(x) 4 0% f(x+0h), ,

o Z al h*+ Z al h
la|<r |a|=r+1

Restglied in Lagrange-Form

und analog:
flz+h)=g(1) E"TE Y 8af'(x) he 4 — T, 7d;22+(1t)(1 —t)"dt
al<r
_Zaf jal< T'/O (r+1)!- f(z+th)ha(1_t)rdt
la|<r la|=r+1
— ;Ta Iz h"‘ +(r+ )/0 (E;H 9z +th) f(a!+ th)ha(l—t)Tdt

Restglied in Integral-Form

Korollar 4.32. Seien D C R" offen, f € C"*1(D,R). Dann gilt fiir alle x € D und h € R",
fir die z + th € D (fiir alle ¢ € [0,1])

flath) = Y 0w )ha+wm(x h),
Jal<r+1 o

sodass

ry1(x, b
w||4;ll(’i1 ) =2,

also wyq (2, h) = o[k ™).

Beweis. Da D offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit Ks(x) C D. Nach Taylor-Formel existiert fiir alle
h € R™ mit ||h|| < 6 ein 6 € [0, 1] sodass

a! a!
la|<r |a]=r+1
o o Oh) — 0¢
la|<r+1 o |a|=r+1 o
= wry1(z,h)
Nun gilt noch zu zeigen, dass: “ﬁ;hﬁﬁf) "200.
Es gilt:
R = B3|+ (RG] < R - A = (R
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‘Womit wir abschétzen konnen:

wra1(x, h 1 1 .. o o o
foalm L LS Lyge g tom) — 00 (o) - S g
A (IRl — .«
|| =r+1
‘hr+1| 1 (e} (e}
T 2 |07 @t 6h) - 0 f(@)
H H la|=r4+1
[R" <R 1
< > = 0% @+ 60) — 0°f ()] 1200,
loe|=r+1 .h~>0

— 0, weil alle 0« f stetig sind

Korollar 4.33. Seien D C R" offen, f € C?(D,R). Dann gilt fiir alle x € D und h € R",
sodass x + th € D (fiir alle ¢t € [0,1]):

wal®, 1) 1o
il

flx+h)= f(x)+ (Vf(x),h)y+ % (Hf(x)h,h)y + wo(x,h),  mit

Dabei ist Hy(x) die Hesse-Matrix von f. Das heift das Taylor-Polynom 2. Ordnung ist eine
quadratische Approximation von f. Fiir f € C1(D,R) gilt:

wi(z, k) h—o

flx+h)= f(z)+ (Vf(z),h)y +wi(z,h), mit T

Das heifst das Taylor-Polynom 1. Ordnung ist eine lineare Approximation von f.

Beweis. Folgt aus 4.32 mir r +1 =2 bzw. r + 1 = 1 sowie:

o«
|Z T@ o pa),
a|=0
o0« n b
> i’!m oo L écf) i = (V) B,
laf=1 i=1 7
0%f(x 1
a|z—2 al 2' 1]2_ axzaxj 5 (Hf(iZ?)h7 h’)Q .

Definition 4.34. Seien D C R™ offen und f: D — R beliebig oft partiell differenzierbar,
x € D. Dann heifst die Taylor-Reihe von f in x:

oo

Tf (z+h)= Z

a

Korollar 4.35. Seien D C R"™ offen und f: D — R eine beliebig oft differenzierbare
Funktion. Dann gilt

T/(@+h) =) 3a£'(x)ha =3 f(z + h),

ler|=0
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wenn
r—Q0

Rl (z,h) =% 0, xeD. (4.3)

Eine hinreichende Bedingung fiir (4.3) ist

sup sup [0%f(z)| < My < oo,
|a|>0 z€eD ’

das heifst alle partiellen Ableitungen von f sind gleichméfsig beschrankt.

Beweis. Siehe Skript Ana2 Rolf Rannacher, Seite 74, Ubungsaufgabe 3.23. O

Bemerkung 4.36. Die Taylor Reihe von f konvergiert gegen f, wenn die Funktion f durch eine
Potenzreihe beschrieben wird (also wenn f analytisch ist).

4.5 Extremwertaufgaben

Definition 4.37 (lokales Maximum/Minimum). Sei D C R" offen, f: D — R. Ein Punkt
x € D heifit lokales Minimum(Maximum) von f, falls eine Umgebung Kj5(x) C R™ existiert
mit

f(z) < fy), Vy € Ks(z)N D
(f(x) > f(y), Vy € Ks(z) N D). Falls

f(x) < fy),Vy € Ks(x) N D\ {z}

(f(x) > f(y)), dann heifit = striktes lokales Minimum (Maximum).

Satz 4.38 (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum (Min oder Max)). Sei D C R"
offen, f: D — R stetig differenzierbar und x € D ein lokales Extremum von f. Dann gilt :
Vf(z)=0.

Beweis. Fir i = 1,...,n, betrachte g;(t) = f(x + te;). Da D offen ist, sind alle g; auf einem
Intervall (—d,6),6 > 0 wohldefiniert und differenzierbar. g;(t) hat in ¢ = 0 ein lokales Minimum /-
Maximum , also gilt Vi =1,...,n

dg.i(t)

=0.
d

t=0

Aufgrund der totalen Differenzierbarkeit von f folgt

81‘]‘ E 61‘1

Kette:nregel i (9f(:r) 5. Bf(x) Vi

=1...,n

t=0 j=1
O

Bemerkung 4.39. Die Umkehrung ist falsch, z.B. f(z) = 2%, f: R - R, hatinz =0 Vf(x) =
0, aber z = 0 ist kein Max/Min von f(z) = z3.

f:R? = R, f(x1,22) = 2122 hat in x = (8) Vf(z) =0, aber = 0 ist kein Max/Min von f.
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Satz 4.40 (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum). Sei D C R"™ offen, f €
C?(D,R) und z € D mit Vf(x) = 0. Dann gilt:

1. Hy(x) positiv definit = « striktes lokales Minimum von f.

2. Hjy(x) negativ definit = = striktes lokales Maximum von f.

3. Hj(z) indefinit = =z kein lokales Extremum.

Beweis. Nach Taylor gilt lokal um z:

Pl ) = F@) + (V)2 + 5 (Hy (), )2 + ws(a, )

h—0
S 20

mit
1. Sei Hy(x) positiv definit. Betrachte min,— (Hy(x)h, h)o. Die Menge {h € R" | ||A]| = 1}
ist kompakt = (Hy(x)h,h)2. nimmt ihr Minimum auf {h € R™ | ||h|| = 1} als stetige
Funktion an. == «a = miny, =1 (Hs(z)h,h)2 > 0, da Hy(x) positiv definit ist. Sei

h € R™\ {0} beliebig. Dann gilt

(Hp(x)h, h)2 = ||B]|* (Hy(z) - Ik HT)Q > allp|* >0

>

ho h
I

Wiihle § > 0 klein, sodass Y ||h]| < & gilt |wa(z,h)| < 2 [|h]|? (weil wa(z, h) = of||h]%)).
Damit gilt Vh, ||h| < 6

Fle+h) = F(2) + (T (@), 2+ 5 (Hy(@)h Ry +wale B) 2 @)+ 5 B2 =S AP > £(2)
N——
=0

— « striktes lokales Minimum von f.
2. Ersetze f durch —f, dann 1)

3. 3h € R™ mit (Hy¢(z)h, h)2 = a > 0, sodass

aylor 1 7th fiir O<t<<1
f(gc—i-th)TL1 f(x)+§t2~a+w2(x,th):f(x)+t2 %—&-% > x)
~——

t—0

— 0

Auferdem 3n € R™ mit (Hy(x)n,n)2 = B < 0. Analog = f(z +1tn) < f(z) +5% < f(x)
fir 0 <t << 1. = f(x) kein Maximum/Minimum.

O
. . 3 2 2 2x . €T 0
Beispiel 4.41. 1. f(z,y) = 2* +2y* = Vf(z,y) = ) = 0 fiir y) = lo)
Hi(z,y) = (3 2) positiv definit. = <Z) = 0 striktes lokales Minimum (sogar global).
flx) < fly) VYyeD globales Minimum

f(x) < fly) Vye D\ {x} striktes globales Minimum
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Abbildung 4.1: Links: f(z,y) = x? + 2y? ist ein Paraboloid, Rechts: f(z,y) = x? — y? ist eine
Sattelfldche

2. fl(‘r7y) = 1’2 +y47 f2($,y> = $2a f2<xay) = ‘TQ +y3 Es gllt

20

Vfi(0)=0€R? Hy(0) = (0 0

>Vi:1,2,3

Die Hesse-Matrix ist positiv semidefinit. Es gilt

fir fi: Punkt 0 ist ein  striktes lokales Maximum,
ir fo:  Punkt 0 ist ein  lokales Minimum, aber nicht strikt,
fir f3: Punkt 0 ist ein  Sattelpunkt.

4.6 Implizite Funktionen und Umkehrabbildung.

Frage: Umkehrabbildung: Auflésen von x = ¢(y), d.h.

1 =g, Yn) 0 =21—01(W1,---+Yn)
: RATE (*)
Tn = gn(Y1,---,Yn) 0 =20 —gn(Y1,---,Yn)

n Gleichungen, n Unbekannte y, . .., y,. Gesucht: Abb f mit y = f(z) (f =g 1), s.d. (z, f(x))
Gleichung (*) 16st (lokal um (g, yo = f(z0))).

Implizite Funktion m Gleichungen, m Unbekannte y1, ..., Ym.
0 =F1($1,...,l‘n,y1,...,ym)
0 :Fm(xlv"'7xnay17"'7ym)

0 = F(z,y) Auflésen nach y, d.h. Gesucht: Abbildung f, s.d. y = f(x) mit (z, f(x)) 16st (**)
(lokal um eine Losung (zo,yo) : F(z0,y0) = 0)

Beispiel 4.42. m =1, n=1, F(x,y) =2 +y> -1

(0, %0) An der Stelle 7o =0, yo =1 gilt F(0,1) =0,
also F(z,y) =0& y? =1— 22,
F(z,y) =0 = f(x) = V1 —2?fiir [z] <1

erfillt F(z, f(x)) =0, |z| < 1.
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Fiir 9 = 1, yo = 0 hingegen gibt es keine Umgebung von zy = 1, sodass

f: U(xog) - R mit F(x, f(x)) =0.

Satz 4.43 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D* C R" offen, DY C R™ offen, F! €
Cl(D® x DY,R™) (stetig differenzierbar) und (#,9) € D* x DY mit F(Z,§) = 0. Die m x m
Matrix

OFy OF
oy1 ' Oym
OF, OF,,
oY1 e OYm

sei im Punkt (Z,§) invertierbar. Dann gilt:

1. 3 offene Umgebungen U(Z) C D*, U(y) C DY um & und § und 3 eine stetige Funktion
f:U@) - U(y), sd
F(z,f(z))=0 VYxeU(%)

2. f ist eindeutig bestimmt, d.h. F'(z,y) = 0 fiir (x,y) € U(Z) x U(9) © y = f(z)

3. f ist in & stetig differenzierbar und J;(2) = D, f(Z) € R™*"™ ist

Dy f (&) = —(DyF(&,5)) " Do F (2, 5).-

Beweis. 1. O.B.d.A. sei (z,9) = (0,0) (sonst betrachte F(z,y) — F'(Z,7)). Die Matrix J,
D, F(0,0) ist regulér. Definiere G: D* x DY — R™, G(z,y) =y —J,; 'F(z,y). G ist stetlg
differenzierbar und erfiillt: G(0,0) = 0 und F(z,y) = 0 & G(x, y) y. cobi—MatriX von
G(z,y) bzgl. y

D,G(z,y) =1— J, ' DyF(z,y) und insb. D,G(0,0) =1 — J; " J, =0.
F stetig differenzierbar = D,G(z,y) stetig = IKF(0) x K¥(0) C D* x DY mit Radius

r, sodass [|D,Glz,y)l, < L. (x,y) € K2(0) x K2(0). G(0,0) = 0 = 3KZ(0) C KZ(0)
mit Radius 0 < s < r sodass

1
|G(x,0)], < r x € K¥(0)

Ziel: Konstruiere f: K7(0) — KY(0) stetig mit G(z, f(z)) = f(z) (& F(z, f(z)) = 0).
Betrachte Fixpunktgleichung

G(z,y) =y, z € KJ(0).

Fiir (x,y1), (z,y2) € K¥(0) x K¥Y(0) gilt

MWS 1
[G(z,y1) — G(z,92)[l, < sup 1Dy G, y)lly - Iy = y2ll2 < 5 s = walls -
(z,y)€K2(0)x K7 (0)

Sei y € KY(0)
1 1
G, Yy < [1G(z,y) = Gz, 0)ll; +1G(z,0)l, < 5 llylly + 5r <

d.h. G(=,-) ist eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Kugel K7 (0).
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AuRerdem, ||G(z,y1) — G(z,y2)|l, < 3lly1 —y2l = G(z,") ist eine Kontraktion mit
Lipschitz-Konstante L = 1. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt Vo € K7(0)3! ein
Fixpunkt y(z) € K¥(0) von G(z,-):

N |

y() = lim y®(2), y® () = Gz,y"* (@), k€N
mit Startpunkt y(©(z) := 0. Es gilt die Fehlerabschétzung Va € K%(0):
1
[v@) =P @) <27 |y @) =4O @)|| =27 16 (@, 0) 0l <275

Fiir k € N gilt

y® (@) = G,y V(@) = y* V(@) = I Fla,y* D (2)
—_———

stetig

Induktiv folgt y® () stetig in 2 € K(0). Definiere f(z) = y(z), f: KZ(0) — KY(0) und
nach Konstruktion gilt
Gz, f(z)) = f(x), @€ KI(0).
k—o0

Aus der Abschéitzung ||y(z) — y® (2)|| < 27%1.r, z € KZ(0) folgt, dass y*)(z) — y(x)
gleichméfbig auf K7 (0) konvergiert = y(x) stetig. = 1. Behauptung fiir (z,9) = (0,0)
mit U(2) == KZ(0) und U(y) = K¥(0).

. Die Eindeutigkeit von y = f(x) folgt nun aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Fir = €

K, (&) ist der Fixpunkt der Gleichung G(z,y) = y eindeutig bestimmt.

. Da F(z,y) in (0,0) differenzierbar ist, gilt nach Definition der Differenzierbarkeit

F(z,y) = F(0,0) +D,F(0,0) -  + Dy F(0,0) -y + w(z,y),
=0 -7

wobei w: KZ(0) x K¥(0) — R™ die Eigenschaft ||w(x,y)|, = o(||(z,y)|5) besitzt. Aus dem
Beweis von 1. wissen wir, dass F'(x, f(x)) = 0 fiir x € K7(0) gilt. Einsetzen ergibt

= F(z, f(z)) = D F(0,0) -z + Jy - f(2) + w(z, f(2))
fl@) = —J;l -D,F(0,0) - x — J;l cw(z, f(z))
— ()
= —J,; "D, F(0,0)z + ()
Reminder: Def. Differenzierbarkeit: f(0+x) = f(0) +Df(x) -z + ¢ (x) mit ¥(x) = o(||z]|,)
—~

=0
Es geniigt also zu zeigen, dass ¥ (z) = o(||z]|,), d.h. limo ﬁ/’éﬁ) = 0. Wir nutzen w(zx,y) =
r— 2

o(ll(z, y)l5), d-h

lw(@, »)ll5 li.w)sl-o0
1@, 9)l
d.h. Ve > 036, € (0,5), d € (0,7) sodass Vo mit ||z]|, < §; und Vy mit [|y[|, < d gilt

0

lw(z, y)ll, <ell(@,y)lly < ellzll, + llylly)

Da f iiberdies auch stetig ist (siche Beweis 1.), gibt es ein § € (0, 1) sodass V ||z, < 6 gilt
|| f(z)]ly < 02. Daraus schliefen wir fiir z mit ||z||, < ¢:

llw(, f(@)lly < elllzlly + £ (2)]l2)
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Dies kénnen wir nun auf f(z) anwenden.
f(z) = =J, "D, F(0,0) -z + ¥(x)
Es gilt (x) = —J; w(z, f(x))

1F @) < (7, D2 FO,0)|l, - 2l + [[ 1, - ko, £ ()]l
\_v_/

=icy =ic2

<cllzlly + ez flw(z, f(2))],

Setzen wir nun € = i, so erhalten wir fiir geniigend kleines x
1
< e lolly + ez 5 lally + 1 (2)1)
C1
1 1
— (a+3) el + 5 1@,
1 1
= SI@ly < (e + 5 ) lal,

Zusammen erhalten wir also:

lw@)ly, < |5, - llw(, F@)],
Fir ||z|, < ¢ gilt
< er-e(lfly + (200 + 1) l2l,)
< ezl
Daraus schliefsen wir
el
Izl
Da ¢ beliebig ist, folgt
[@)lly om0
||$H2
Y(x) z:;O 0
2l

Daraus folgt nun schlieflich fiir das Differential von f in x =0
D, f(0) = —J, ' D,F(0,0)

Weiter miissen wir noch zeigen, dass D, f(z) in K¥(0) C KZ(0) existiert und stetig ist in
z = 0. Da D, F(x,y) stetig in (0,0) ist, gibt es ein § > 0, sodass V(z,y) € K¥(0) x KJ(0) C
KZ*(0) x K¥(0) gilt

1
1Dy ()~ DyF(0,0), < 1 o
! ! 2 7 Dy F(0,0)7 1,
Nach dem Stérungssatz ist also D, F(z,y) regulér, also det D, F(z,y) # 0. Die Elemente
von D, F(z,y)~! sind nach der Cramerschen Regel stetige Funktionen der Elemente von
DyF(x,y). Daher ist
(DyF(a,y)) " Do F (,y)
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als Produkt stetiger Funktionen stetig und nach Definition der Stetigkeit gilt

)H H(@vyﬂizﬁo

|(DyF(a.4)) ™ Dy F(a.y) — (D, F(0,0))™ Do F(0,0 0

Analog wie oben folgern wir
fla+h) = f(z) = ~(DyF(z, f(2)) "' DuF(, f(x)) - h+w(a,h),  wlz,h) = o(||hll,)
Die Ableitung D, f(z) = —(D,F(z, f(x))) D, F(z, f(z)) von f ist stetig in = 0.
O

Beispiel 4.44. F(z,y) =2 +y? — 1. Dann ist D, F(z,y) = 2y. Nach dem Satz iiber implizite
Funktionen folgt,dass F'(z,y) = 0 in einer Umgebung von (2, ) mit 22 +¢2—1=0, 7 # 0 (d.h.
& # £1) eindeutig durch y = /1 — 22 oder y = —v/1 — 22 nach y auflosbar ist.

Bemerkung 4.45 (Implizites Differenzieren). SIF und F(z,y) =0< y = f(z), F(z, f(x)) = 0.
Kettenregel: 0 = F(z, f(x)).

ARy (OF L OF 01\ _ of _ (0F\oF
O_da:(x’f(x))_<8m+8y 8x) — o <8y> Ox

Die zweiten Ableitungen erhélt man durch implizites Differenzieren von w =0.

Beispiel 4.46. F: R? - R, F(x, f(z)) =0

— % % ! 1. Ableitung
0= (% (gi + a@if’) 2. Ableitung
=5 * gt + (g * 7)1 5"

(S P S e
-1
e () (S

4.6.1 Umkehrabbildungen

Fragestellung: Sei f: D C R™ — R™. Existiert die Umkehrabbildung f~! : By — R"?

Definition 4.47. Sei D C R" offen. Eine Abbildung f: D — R"™ heifft regulér in £ € D,
wenn 3Ks(%) C D, sodass f in K;5(&) stetig differenzierbar und die Jacobimatrix Jy (%)
regulér ist. f heiftt regulér in D, wenn f in jedem Punkt & € D regulér ist.

Satz 4.48 (Umkehrabbildung). Sei D C R™ offen und f: D — R"™ regulir in & € D.
Dann 3 eine offene Umgebung V(%) C D von & derart, dass U(§) = f(V(Z)) eine offene
Umgebung von § = f(Z) ist und f: V(&) — U(7) bijektiv. Weiter gilt: Die Umkehrabbildung
f~1:U(®) — V(&) ist regulir in § und

1

Trr () = (@)™ det Jp29) = G
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Beweis. Sei & € D und § = f(2) € f(D). Betrachte F': R" x D — R", F(y,z) =y — f(z). Fir
(&,9) gilt F(y,2) = 0. Die Jacobimatrix Dy F(y,x) = —J¢(z) ist regulér in &. Mit Vertauschung
von z und y folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass Umgebungen U(g), U(&) und
genau eine stetig differenzierbare Abbildung g : U(§) — U(Z) existieren, sodass Yy € U(9)

0="F(y,9(y) =y — fl9(y)), = oz =yg(y) € U(Z) mit y = f(z)

Setze dann
V(@) =U@)nfHU@G) ={zcU@)| f(z) e U®H)}

Da U(#) und f~1(U(3)) offen sind, ist auch V(2) offen. Daher ist f: V(&) — U(3) bijektiv und
die Umkehrabbildung f=1: U(§) — V(&) ist gerade g.

Jpop-1(-) = Jia(-) =1
Mit der Kettenregel folgt

Tp(@) - Tpa(f(@) =1
= Ji(f(2)) = Jf(;fc)_l

Korollar 4.49. Sei f: D — R™, D C R"™ reguldr und O C D offen. Dann ist f(O) offen.

Beweis. Sei O C D offen und y € f(O) beliebig mit y = f(x), € O. Nach Satz 4.48 existieren
Yy Umgebungen K, (y) C f(O) und K(z) C O sodass K, (y) C f(Ks(z)) = f(O) offen. O

Bemerkung 4.50. 1. Satz 4.48 garantiert nur die lokale Umkehrbarkeit von f.

2. Es seien U,V offene Mengen in R"™ und f: U — V stetig differenzierbar.
f heifit Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und die Umkehrabbildung f=! : V — U stetig
differenzierbar ist.
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