0.1. EXTREMWERTAUFGABEN 1

0.1 Extremwertaufgaben

Definition 0.1 (lokales Maximum/Minimum). Sei D C R"™ offen, f: D — R. Ein Punkt
x € D heift lokales Minimum(Maximum) von f, falls eine Umgebung Kjs(x) C R™ existiert
mit

fl@) < fly), Vy € Ks(z)ND
(f(x) > f(y), Vy € Ks(xz) N D). Falls

f(x) < fy),vy € Ks(x) N D\ {z}

(f(x) > f(y)), dann heifit = striktes lokales Minimum (Maximum).

Satz 0.2 (Notwendige Bedingung fiir lokales Extremum (Min oder Max)). Sei D C R"
offen, f: D — R stetig differenzierbar und =z € D ein lokales Extremum von f. Dann gilt :
Vf(xz)=0.

Beweis. Firi=1,...,n, betrachte g;(t) .= f(x+te;). Da D offen sind alle g; auf einem Intervall
(—9,9) definiert fiir ein 6 > 0, und differenzierbar. g;(¢) hat in ¢ = 0 ein lokales Minimum/Maxi-

mum — d%iit(t) =0Vi=1,...,n. f total differenzierbar
t=0
d it ettenrege “ 8 8
o= d9i®)|  Kettenregel f(””).(;ij: f(x)Vizl...,n
dt =0 — axj a.’ﬂz
Jj=1

O

Bemerkung 0.3. Die Umkehrung ist falsch, z.B. f(z) = 23, f: R — R, hatinz = 0 Vf(z) = 0,
aber z = 0 ist kein Max/Min von f(z) = z°.

f:R? 5 R, f(z1,72) = x122 hat in z = (8) Vf(xz) =0, aber x = 0 ist kein Max/Min von f.

Satz 0.4 (Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum). Sei D C R" offen, f € C?(D,R)
und & € D mit Vf(x) = 0. Dann gilt:

1. Hy(x) positiv definit = x striktes lokales Minimum von f.

2. Hjy(x) negativ definit = = striktes lokales Maximum von f.

3. Hj(z) indefinit = =z kein lokales Extremum.

Beweis. Nach Taylor gilt lokal um z:

P+ ) = (&) + (VF (@), h)a + 5 (Hy ()b, )z + wale, )

wa(x,h) h=0 0

mit
21

1. Sei Hy(x) positiv definit. Betrachte miny, =1 (Hy(x)h, h)2. Die Menge {h € R™ | ||h]| = 1}
ist kompakt == (Hf(x)h,h)s. nimmt ihr Minimum auf {h € R" | ||h| = 1} als stetige



Funktion an. == «a = miny, = (Hs(z)h,h)2 > 0, da Hy(zx) positiv definit ist. Sei
h € R™\ {0} beliebig. Dann gilt

ho
g

>a

(Hj(2)h, h)2 = |hl|* (Hy () - )2 = o] >0

Wiihle § > 0 klein, sodass ¥ ||h| < & gilt |wa(z,h)| < < [|B]* (weil wa(z,h) = o(|[h]*)).
Damit gilt Vh, ||| < 6

1 «a o
Pl h) = (@) + (V5 @), B+ 5 (Hy()h, o+l h) > (@) + 5 )= ) > f(2)
——
=0
— z striktes lokales Minimum von f.
2. Ersetze f durch —f, dann 1)
3. 3h € R™ mit (H¢(z)h,h)2 = a > 0, sodass

v ! ,th) | fir o<t<<1
fla+th) "E f@) + 51 @t w(o th) = f() + walw, th) | ox 05t

| Q

f(x)

Auferdem 3In € R™ mit (Hs(x)n,n)2 = B < 0. Analog = f(z+1tn) < f(x)+ B% < f(z)
fir 0 <t<<1l. = f(z) kein Maximum/Minimum.

O
Beispiel 0.5. 1. f( y) = 2% + 2y = Vf(z,y) = (i;) = 0 fiir (z) = <8)
x,y) ) positiv definit. = (Z) = 0 striktes lokales Minimum (sogar global).
fle)y < f ) Yy € D globales Minimum
f(z) < fly) Vye D\{z} striktes globales Minimum

2. filz,y) =2 +y*, falz,y) =22, fo(z,y) =2+ y® Es gilt

V£i(0) =0 € R?, Hy,(0) = (g 8) Vi—1,2,3

Die Hesse-Matrix ist positiv semidefinit. Es gilt

fiir fi: Punkt O ist ein  striktes lokales Maximum,
ir fo:  Punkt 0 ist ein  lokales Minimum, aber nicht strikt,
fiir fs: Punkt 0 ist ein  Sattelpunkt.
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Abbildung 1: Links: f(z,y) = 22 + 2y? ist ein Paraboloid, Rechts: f(x,y) = 2% — y? ist eine
Sattelfldche

0.2 Implizite Funktionen und Umkehrabbildung.

Frage: Umkehrabbildung: Auflésen von z = ¢(y), d.h.

1 =g1(Y1,---,Yn) 0 =z1—g1(¥1,---,Yn)
: <9 (*)
Tn = gn(Y1,--,Yn) 0 =2 —9gn(Y1,---,Yn)

n Gleichungen, n Unbekannte yi, . ..,y,. Gesucht: Abb f mit y = f(z) (f = ¢ 1), s.d. (z, f(x))
Gleichung (*) 16st (lokal um (x0,yo = f(20)))-

Implizite Funktion m Gleichungen, m Unbekannte yq, ..., Ym.

0 =F(1, -, Tn,Y1y---sYm)
’ "
0 =Fn(z1,  ,Tn, Y1y, Ym)

0 = F(z,y) Auflésen nach y, d.h. Gesucht: Abbildung f, s.d. y = f(x) mit (z, f(x)) 1ost (**)
(lokal um eine Losung (o, yo) : F'(zo,y0) = 0)

Beispiel 0.6. m =1, n=1, F(z,y) =2? +y?> -1

(x0,%0) An der Stelle 2o = 0, yo = 1 gilt F/(0,1) =0,
also F(z,y) =0& 9> =1— 22
Fz,y)=0 = f(z)=1—2a?fiir |[z| <1

erfiillt F(z, f(z)) =0, |z| < 1.

Fiir 9 = 1, yo = 0 hingegen gibt es keine Umgebung von ¢ = 1, sodass

f: U(zg) = R mit F(z, f(z)) =0.




Satz 0.7 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D* C R"™ offen, DY C R™ offen, F! €
C1(D® x DY,R™) (stetig differenzierbar) und (#,§) € D® x DY mit F(Z,§) = 0. Die m xm
Matrix

OFy OF;
9y1 e OYm
OFm OFm
dyr T Oym

sel im Punkt (Z,¢) invertierbar. Dann gilt:

1. J offene Umgebungen U(#) C D*, U(g) C DY um & und ¢ und 3 eine stetige Funktion
f:U@) = U(®y), sd.
F(z, f(z)) =0 YzxeU(Z)

2. f ist eindeutig bestimmt, d.h. F(z,y) =0 fir (z,y) € U(Z) x U(§) < y = f(z)

3. f ist in Z stetig differenzierbar und J; (%) = D, f(%) € R™*"™ ist

Dy f(&) = —(DyF(i,5)) ' Do F (2, 9).

Beweis. 1. O.B.d.A. sei (%,9) = (0,0) (sonst betrachte F(x,y) — F(&,9)). Die Matrix J, =
DyF(0,0) ist regulér. Definiere G: D* x DY — R™, G(x,y) ==y —J, ' F(z,y). G ist stetig
differenzierbar und erfiillt: G(0,0) = 0 und F(z,y) = 0 & G(z,y) = y. Jacobi-Matrix von

G(z,y) bzgl. y:
DyG(x,y) =1— J, ' DyF(x,y) und insb. D,G(0,0) =1 — J,*J, = 0.

F stetig differenzierbar = D, G(z,y) stetig = IK7(0) x K¥(0) C D” x DY mit Radius
r, sodass | D,G(z,y)ll, < L. (x,y) € KZ(0) x K¥(0). G(0,0) =0 —> 3KZ(0) C KZ(0)
mit Radius 0 < s < r sodass

1 T
IG(z,0)l, < 5, 2 € K7(0)

Ziel: Konstruiere f: K¥(0) — KY(0) stetig mit G(z, f(z)) = f(z) (& F(z, f(z)) = 0).
Betrachte Fixpunktgleichung

G(r,y) =y, € K{(0).
Fir (z,1), (z,92) € K7(0) x K¥(0) gilt

MWS 1
[G(z,y1) — G(z,92)[l, < sup [DyG(z,y)ll5 - lyr — w21l < 5

2=75 lly1 —ysz'
(z,y) €K (0)x K (0)

Sei y € KY(0)

1G(z, 9)lly < G (2,y) — G2, 0], + [|[G(=,0)]l, < .

1
2—2Hy||2+§7“§7"

d.h. G(z,-) ist eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Kugler K7 (0).

AuRerdem, ||G(z,y1) — G(z,y2)|l, < 31lly1 —y2l = G(z,") ist eine Kontraktion mit
Lipschitz-Konstante L = 1. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt Vo € KZ(0)3! ein
Fixpunkt y(z) € K¥Y(0) von G(z,-):

y(x) = lim y®(2), y¥ () = G(z,y* P (2)), k€N

k—o0
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mit Startpunkt y(®)(z) := 0. Es gilt die Fehlerabschiitzung Vo € K%(0):
1
Jv@ =y @) <274y @) - 0@, = 27 6@, 0) ~ 0l < 275

Fiir k € N gilt

y ) (2) = G(a,y "V (2)) = y* D(2) — J,; ! Fa,y* D (2))
— ——

stetig

Induktiv folgt y* () stetig in 2 € K§(0). Definiere f(z) = y(z), f: K2(0) — KY(0) und
nach Konstruktion gilt
Gz, f(x)) = f(x), @€ K(0).
k— o0
Aus der Abschitzung |ly(z) — y™ (z)|| < 27F1 - r, & € KZ(0) folgt, dass y™™ (z) — y(x)
gleichméfig auf K*(0) konvergiert —> y(x) stetig. = 1. Behauptung fiir (%, ) = (0,0)
mit U(#) == K*(0) und U () = K¥(0).

2. Die Eindeutigkeit von y = f(z) folgt nun aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Fiir z €
K, (z) ist der Fixpunkt der Gleichung G(z,y) = y eindeutig bestimmt.

O
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