Kapitel 1

Differenzierbare Funktionen in R"

Betrachte die Abbildung f: D C R™ — R"™. Die Stetigkeitsdefinition von f entspricht der Ste-
tigkeit von f in R. Aber: Differenzierbarkeit einer Funktion g: I C R — R,

(a0 = iy L 21 I 20)

Fir h € R™ nicht sinnvoll.

1.1 Partielle Differenzierbarkeit

Definition 1.1 (Partielle Ableitung). Sei D C R™ offen und f: D — R.

e f heifst im Punkt x € D partiell differenzierbar nach i-ter Koordinatenrichtung, falls

der Grenwert '
f (:U +h- e(")) — f(z)

0; = li

if(z) = lim W

existiert mit e(”) := i-te Spalte der n x n Einheitsmatrix. Schreibweise auch %(z)
oder %ﬂ&‘)

e [ heift partiell differenzierbar in 2 € D, falls 9, f(x) fiir alle 1 < i < n existieren.
e Sind 0;f(x) Vi stetig, dann heift f stetig partiell differenzierbar.

e Falls f: D CR"™ — R™, dann heifst f (stetig) partiell differenzierbar, falls alle Kom-
ponentenfunktionen f; (1 < j < m) (stetig) partiell differenzierbar in z € D sind, d.h.
wenn 0;f;(x) Vi=1,...,n, j =1,..., m existieren.

Bemerkung 1.2 (Interpretation als gewShnliche Ableitung). Sei f(x) = f(1,...,2,). Definiere

f(f) = f(l‘l, PN 7.’I,‘i_1,§7.’1,‘i+17 . ,l‘n), d.h. Tlyeo oy Lj—1,Tj41y---3Tn fest. Dann ist
_ 4/
0;f(x) = T

D.h. fiir partielle Ableitungen gelten analoge Regeln, wie fiir die gewShnliche Ableitung, insbe-
sondere Produktregel, Quotientenregel und auch Kettenregel.
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Beispiel 1.3. Die Funktion

(@) = llalls =

>a
i=1
ist in D = R™ \ {0} stetig partiell differenzierbar mit den partiellen Ableitungen

ew. Kettenregel 1 1 Z;
g out g - 2,1:1 [

Yiaad el

Sei F': Ry — R beliebige differenzierbare Funktion. Dann ist f(z) = F(r(z)) auf R™ \ {0}
definiert und partiell differenzierbar.

Oir(T1,y .oy Tiye oy Tp)

= ) 5 @) = P = Flr@)

%@ =4, Bl

Bemerkung 1.4. Fir n = 1 gilt: f differenzierbar = f stetig. Fiir n > 1 und f partiell
differenzierbar, folgt i.A. nicht, dass [ stetig ist.

Satz 1.5. Sei D C R" offen und f: D — R. Fiir ¢ € D gelte: 3K ,.(z) C D, s.d. die partiellen
Ableitungen 9; f(y), ¢ = 1,...,n beschrankt sind Vy € K,(z), d.h.

sip |0if(y)| <M, i=1,...n.
yeK, (x)

Dann gilt f stetig in Punkt x.

Beweis. Sein =2und y = (y1,y2) € K,(z). Es ist

fi,y2) — f(e,22) = fly,y2) — f(@1,92) + f(z1,92) — f(w1, 22)

Mit yo fest, folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 3¢ = £(y2) zwischen y; und
x1, also

Flyrye) = flan,ye) 2% 90f(€,y2) (1 — 1)

Analog fiir z; fest und 7n(x1) zwischen yo und x5

Fl@r,ye) = flxr,e2) 20 8y f(21,m)(y2 — x2)

Dann folgt

A

f(y) = (@) < |0uf(& y2)|lyr — w1 + |02 f (22, M) [y2 — 22
—_—— —_——

<M <M
< M(lyr — 21| + |y2 — x2])
My — x|l

Sei € € (0, 7] beliebig, dann gilt fiir ¢ = 7
ly =zl <0 = [f(y) = fly)l <e.

Also f stetig in « und wegen |f(y) — f(x)] < M|y — z||; sogar Lipschitz-stetig. Fiir n > 2
analog. O
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Definition 1.6. Sei f: D C R™ — R partiell differenzierbar mit 9;f: D — R.

e Falls 0; f partiell differenzierbar sind, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar mit
den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

P, D (2]

' 6mj

818]'}0(1:) = 8:}51»8% = 6@

e f heifit k-mal stetig partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen k-ter Ord-
nung von f existieren und stetig sind.

Bemerkung 1.7. Im Allgemeinen ist 0;0; f(x) # 0,0 f(x)!

Satz 1.8 (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge). Sei D C R™ offen und f: D —
R zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung K, () C D eines Punktes x € D. Dann
gilt

aﬁjf(x) :8]82f(m), VZ,] = ].,...,TL.

Allgemein: Fiir eine k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist die Reihenfolge der
partiellen Ableitungen vertauschbar.

Beweis. 1) Sein =2 und

A= f(z1+ hi, 22+ he) — f(x1 + hi,22) — f(z1, 22 + he) + f(21,22) .

=p(z1+h1) =p(z1)

Definiere ¢(x) :== f(x, o+ ho) — f(z,x2). Dann ist A = p(x1+ h1) — p(x1). Mit dem MWS
beziigl. z; folgt

o(r1 + h1) — p(z1) = O (w1 +61)-hy, 61 €(0,h)
Fiir ¢ gilt
¢’ (21) = O f(w1,22 + ha) — O1 f(21,72)
MWS besiel. =2 Do(O1 f(w1,22 4 07)) - ha, 67 € (0, ho)

Dann folgt
o' (x1 +01) = Do (01 f (21 + 01,22 + 07))ha.
Und damit ist
A = (14 601)h = (O f(z1+ 01,22+ 61))  hy - ha

Analog definiere ¢(z) = f(x1 + h1,z) — f(x1,x), dann
A= Y(zz+ha) —P(z2)
wieében h2¢/($2 + 92)
= hy - h281(82f(x1 + 03, 22 + 0/2)), 0y € (O, hl),% € (0, hg)

Also folgt

A
0201 f(z1 + 01,22 + 0)) = i 0102 f (1 + 02,22 + 65).
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Die partiellen Ableitungen 920, f und 910 f sind stetig in K.(z), also gilt fiir hy, he — 0,
d.h. z1 + 07 — 21,29 +9’1 — To,...

B ha—0
0201 f (@1 + 61,22 + 67) =

_— 8281f(l‘)

0102 f (w1 + O, 25 + 05) 221220 9,8, F(2).

Also 0102 f(x) = 020; f(x). Fiir n > 2 analog.
2) Sei f k-mal stetig differenzierbar. Dann folgt durch Induktion nach &

fiir jede Permutation (i1, ...,7;) von (1...k).
O

Definition 1.9 (Begriffe der Vektoranalysis).
e Gradient: Sei D C R™ offen und f: D — R eine partiell differenzierbare Funktion. Der

Vektor
O1f(x)

gradf(z) ==V f(x) = eR"

0, ()

heifst der Gradient von f in x € D.
e Hesse-Matrix: Sei D C R”™ offen, f: D — R eine zweimal partiell differenzierbare

Funktion. Die Matrix
Hy(x) =V f(x) = (8;0;f(x))} =, € R™"

heiftt Hesse-Matrix von f im Punkt z € D.
e Jacobi-Matrix: Sei D C R™ offen, f: D — R™ eine partiell differenzierbare Vektor-

funktion. Die Matrix
ofi -+ Onh
Jf(.’L') = E .'. : €R77L><n.

heifst Funktionalmatrix oder auch Jacobimatrix von f in z € D.

Schreibweise: J;(x) = f/(x) = (Vf(x))".

Beispiel 1.10. r(z) = ||z||2-

Vr(z) = [ oir(z) | = | 767 | € R™
Fiir die Hesse-Matrix V2r(z) = (aj %) - folgt
1,j=
(@) i 70 1 o} _
T T ep T
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Diese Hesse-Matrix ist die Jacobi-Matrix der Vektorfunktion v(z) = -
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