0.0.1 Lineare und nichtlineare Gleichungssysteme

Motivation: Es sei ein quadratisches Gleichungssystem der Form

fl(l‘l,...,al‘n): b1

fn(xlw--»mn): b’ﬂ7

eine Vektorform f(z) = b und ein b € K™ gegeben, s.d.
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Ziel: x = f~!(b) finden als Grenzwert einer Folge (z(*), ..
Ansatz: Definiere g(x) := . —o(f(x) —b) fiir ein ¢ € K\ {0} und suche Fixpunkt von g: D — K"
(z = g(z)).

Fixpunktiteration: Startwert x(?). Iterationsschritt

e =gz, keN.

Falls f stetig, dann ist auch g stetig. Damit folgt, falls 2(*) LinicN z, dann g (w(kfl)) Ao, g(x).

Damit folgt
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Fiir k — oo, folgt also = g(x), also ist « Fixpunkt. Damit folgt = = g(z) =z —o(f(z) —b) =
/(@) =b.

Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert die Fixpunktiteration?

Definition 0.1 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion g: D C K™ — K" heifst
Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante L < oo existiert, s.d.

lg(z) — gl < Lz -yl Va,y € D.

Falls L < 1 heifit g Kontraktion (beziigl. Norm || - ||).

Satz 0.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei g: D C K™ — K" eine Funktion mit den Eigen-
schaften

1) g(M) = M fiir ein M C D, M abgeschlossen

2) g ist Kontraktion auf M, d.h. 3L < 1, s.d. |lg(z) — g(v)|| < L||z — y||, Yz, y € M.

Dann gilt

(i) Es existiert genau ein Fixpunkt 2* € M von g.

(ii) V2(® € M ist die Iterationsfolge 2¥) = g (2(*=1)) wohldefiniert (z(¥) € M) und
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(iii) Es gilt die Abschdtzung:

Lk
Iz — 2| ST 3 IISv(1 — 2.

Beweis. (i) Seien z,2’ € M zwei Fixpunkte. Dann
=2’ = llg(x) — g(a)|| < Lllz — 2’|
Damit folgt
1-L)|z—2'|<0 = |z—2'|=0 = z =12
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>0 >0

(i) g(M) =M = 2™ = g(2*=Y), k € N ist wohldefiniert, d.h. z¥) € M, Vk € N, falls

) e M.
Z.z.: %) konvergiert mit lim z*) € M, also g.z.z.: (av(’“))l€ ist Cauchy-Folge.
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Seien k, m beliebig. Dann gilt Ve > 0
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< € fir k grof genug.

Also ist (w(‘k))keN e.ine (?aughy—Folge in M unc'l es existiert ein z* € M, s.d. (:E(k))keN gegen
z* konvergiert. z* ist ein Fixpunkt von g, weil

xt = khm z®) = hm g( (k_l)) g stetig g ( lim m(k_l)) = g(x").
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(iii) Fiir festes k € N gilt
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Bemerkung 0.3. Fiir den Beweis ist wichtig, dass der grundlegende Raum vollstidndig ist, d.h.
dass alle Cauchy-Folgen in diesem Raum konvergieren.

Bemerkung 0.4 (Anwendung: Lineare Gleichungssysteme). A = (a”)” 1 € K™ regulér
und b = (b;)"_, € K". Da A regulir, hat das LGS Az = b genau eine Losung z* = A~'b. Sei
g(xz) =z —o(Ax — b) mit o € K\ {0}.

Fixpunktiteration z*) = z(*=1) — 5(Az(*~1) —p), k € N konvergiert, wenn g kontraktiv ist. Zum
Beispiel in /5:
lg(z) = gW)ll2 = llz — o(Az —b) —y + o(Ay — )|l
=z —y—oA(z —y)|2
= [[[=0cA)(x =yl
< |I=oAl2llz = yll2,
d.h. g kontraktiv, falls [I — o Alj2 < 1.

Frage: Wahl von o? Wihle o = ||Al|5} = HAH , falls A hermitesch und positiv definit (=

,Richardson Iteration®). Zu iiberpriifen H]I — WH < 1. Da A positiv definit und hermitesch,
< {l2
sind alle Eigenwerte A > 0. Es gilt VEW: 0 < X\ < || A| oo Fiir EW von I— HAﬁ gilt p=1-— HAHOO

A Eigenwert von A. Also 0 <1 — < 1, mit ?? folgt H I— < 1. Falls A hermitesch

A A H
4]l [[Alloc ll2

= hermitesch
und positiv definit, ist also die Richardson Iteration konvergent.

Definition 0.5 (Starke Monotonie). Eine Funktion f: D C R™ — R” heifit stark monoton,
wenn eine Konstante m > 0 existiert, s.d. Va,y € D gilt

(f(z) = f(y),x = y)2 > mllz — y|l3.

Bemerkung 0.6 (Anwendung: Nichtlineare Gleichungssysteme). Sei f: D C R™ — R™ Lipschitz
stetig mit L und stark monoton mit m > 0. Betrachte f(z) = b, g(z) =z — 0(f(z) — b).

Frage: Wahl von 6, s.d. V2(®) € D die Fixpunktiteration konvergiert? Es ist

lg(z) = gW)I3 = llz — 6(f(x) = b) —y +0(f(y) = b)I3
=z —y—0(f(x) - fW)l3
=z —yll3 = 20(z —y, f(x) = f(¥)2 + O f (=) — fFW)I3
< & =yl = 20mllz — y[3 + 0°L?|z — ylI3
= (1 -20m + 6°L?)||x — y||3.
Die Fixpunktiteration konvergiert, falls 1 — 26m +6%L? < 1, d.h. fiir 6 € (0, 2{’;) Dann existiert
ein z* = klgrgo ™) mit g(z*) = 2*. Ist 2* eindeutig? Seien z, 2’ zwei Losungen. Dann ist

0 = (f(x) —b+b— f(z'), 2 — )2
=0

= (f(z) = f(2'), 2 — a')

f stark monoton

> mlle — '3

> 0.

Also x = 2/, damit ist z* eindeutig.
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