0.1. MITTELWERTSATZ

0.1 Mittelwertsatz

Bemerkung 0.1. Reminder:

(1) Ist f: [a,b] — R differenzierbar, dann gilt (HDI):

Kettenregel

/1 f'(x+sh)-hds
0

- (/Olf’(x—f—sh)ds)~h.

(2) Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 37 € (0,1) sodass:

f@+h) = flz) = f'(z+7h)-h.

flz+h)— f(x) :/0 %f(x+sh)ds

(3) Sei A= (a”)m]"1 : [a,b] — R™*"_ Dann sei:

/abA(s)ds - (/b az,j(s)ds>

m,n

ij=1

Satz 0.2 (Mittelwertsatz). Seien D C R™ offen, f : D — R stetig differenzierbar, sei z € D
und h € R™ sodass x + sh € D, fiir s € [0,1]. Dann gilt:

T

fle+h) - fa) = (/()IVf(x—ksh)ds,h) _ </01Vf(x+sh)ds> .

2

Sei f: D — R™ stetig differenzierbar, mit Jacobi-Matrix J;(x), dann gilt:

flx+h)— (/ Jy(z+ sh)d )h

Beweis. Sei f: D — R™. Sei g;: [0,1] > R, g;(s) := f;(z + sh). Dann gilt:

1
Bt 1) = 50 =00 - 550 "2 [ gis)as oz [ Z Oita s oh)-hods.

Ist m =1, so gilt:
flx+h)— :/ Z
=1

_ (/O Vf(ac+sh)ds,h)2

Ist m > 2, so gilt analog zu oben:

n

Zl(/olgji(x—i—sh)ds)%i

flx+h)— flz) = (/OlJf(x—Fsh)ds) - h.



Bemerkung 0.3. Fiir m =1, d.h. f: R" D D — R gilt sogar fiir ein bestimmtes 7 € (0, 1):
1
flx+h)— f(z) = / (VT f(z +sh)-h) ds = VT f(z+Th) - h.
0

Fir m > 2 im Allgemeinen aber nicht (da 7 € [0, 1] nicht fiir alle Komponenten gleich gewéhlt
werden kann):

flx+h)— f(z) # Jp(z+Th) - h.

Lemma 0.4. Seien v : [a,b] = R™ und A : [a,b] — R™*™ stetig. Dann gilt:

‘/ab”(s)ds S/abv(S)Ilz ds, ‘/;A(s)ds

Beweis. Sei u € R", u = fb v(s)ds = und K = ||u||,. Dann gilt:

b
< / 1A(s)], ds
2 a

K2 () (/abv(s)ds,u> :/b (v(s), ), ds

2 a
csuU b b
< / ()l - lull, ds = K - / (sl ds

b b
| vsras E 1@, as.

Der Beweis fiir A(s) folgt ganz analog mit u = ffA(s) ds € R™*™, O

Definition 0.5. D C K" heifit konvex, genau dann wenn: fiir alle 2,2’ € D und fiir alle
Ae0,1]gilt A-xz+ (1—MNa' € D.

Geometrisch: Fiir zwei Punkte in D liegt die Verbindungsstrecke der beiden Punkte stets
ganz in D.

Korollar 0.6. Seien D C R" offen, f : D — R™ stetig differenzierbar. Sei x € D und ¢ > 0
sodass K.(z) C D. Dann gilt:

1f) = f@)ll, <M-lly—=l, VyeK.

mit M = sup,ck_) ||/ (2)ll,, das heift f ist lokal Lipschitz-stetig.
Sei D konvex, dann gilt

1f(y) = f@)lly <M-lly—zl, Ve,yeD

mit M = sup,p ||.J;(2)||,, das heift f ist auf D Lipschitz-stetig.
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Beweis. Aus Lemma 0.4 folgt:

1 1
/ Ji(xz + sh)hds §/ || Jy(x + sh)h||, ds
0 2 Jo

1
s/o 175z + sh)ll, IR, ds

< sup |[[Jy(z + sh)ll, - [Pl
0<s<1

1+ h) — (@), = H/ Ty + sh)hds

<M-|lz+h—z|,.
2

Sei D nun konvex. Fiir z,y € D gilt dann:
z=ty+(l—tiz=x+tly—x)e D, tel0,1].
Sei g(t) := f(x + t(y — x)) fir ¢t € [0,1]. Dann gilt fir ¢ € {1,...,m}:

8fz:v+8( ))(

yj —xj)ds.

7 = Yi i = i d =
f()f()g()g()/og ’ /
Und damit in Vektorform:

@) - @l = H/;Jf<x+s<y—x>>~<y—x>ds

2

Lemma 0.4 1
2 /0|\Jf<x+s<y—x>>-<y—x>||2ds

1
< /0|\Jf<z+s<y—x>>u2~||y—x||2 ds

< sup || Jg(z + s(y — 2))lly - ly — |,
0<s<1
D konvex
< sup [[Jf(2)ly - ly — =l
zeD
= M-y —z|,.

O

Bemerkung 0.7. Obige Lipschitz-Konstante liefert eine Abschitzung fiir die Ableitungen/
Jacobi-Matrix von f.

0.2 Taylor-Entwicklung

Bemerkung 0.8. Reminder - Héhere Ableitungen:

(1) Sei D C R™ offen, f: D — R™ partiell differenzierbar. Seien alle partiellen Ableitungen
9if1 9
aif:D%Rma alf: ) 8Zf:a f
{a
é%fm




(6)

wieder partiell differenzierbar. Dann ist f zweimal differenzierbar auf D (mit Ableitungen
8j6if, 1,] € {1, . ,n})

Allgemein: (induktiv) f : D — R™ ist (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn f k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung 0;,0;, , ...0i, f
(ig,-..,91 € {1,...,n}) partiell differenzierbar sind.

f D — R™ ist k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar ist und
alle partiellen Ableitungen der k-ten Ordnung stetig sind (f € C*(D,R™)).

Es gilt:
feCYD,R™) <= 0;f:D — R™ist stetig Vi € {1,...,n}

<~ O;fr: D — Rist stetig Vi € {1,...,n}, k€ {l,...,m}
<= [ ist total differenzierbar in D und z — J¢(z) = (i fr)i,r stetig

Ist f € C*(D,R™), dann sind die Ableitungen der k — 1-ten Ordnung 8;, , ...0;,f : D —
R™ total differenzierbar, weil stetig partiell differenzierbar. Also ist 0;, , ...0;, f stetig
und damit sind alle Ableitungen k — 1-ter Ordnung stetig. Ananolg folgt induktiv, dass alle
Ableitungen j-ter Ordnung mit j < k stetig auf D sind.

Seien D C R™ offen, f : D — R™. Existieren 0, f,0; f und 0;0;f auf D (i,j € {1,...,n})
und 0;0; f stetig in a € D. Dann existiert 9;0; f und es gilt

[*)z@f(a) = 8j61f(a)
Seien D C R™ und f € C*(D,R™). Sei w € Sy, eine Permutation, dann gilt:

8ik_ 811f = awk) ...8iw<1)f, Vil,.‘.,’ik € {1,,%}

Reminder - Taylor-Entwicklung in R:

(1)

Sei f:(a,b) = R (r 4+ 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:

. fk)
flat+h)=>" fT(x)hk + R (x,h).
k=0 ’

(2) Fiir das Restglied in Lagrange-Form gilt (0 € (0,1)):

FOD (2 + 0h)

Rt
(r+1)!

Rerl ({E, h) =

(3) Fiir das Restglied in Integral-Form:

hT’

+1 1
Rl (x,h) = — /Of(”l)(erth)(lft)’”dt

Satz 0.9 (Taylor-Formel). Seien D C R" offen, © € D, h € R" mit {z+th |t € [0,1]} C D
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und f € C"TY(D,R). Dann existiert ein § € [0, 1] sodass gilt:

) =@+ Y w S B BT b,
k=1

i1, in=1

Taylor-Polynom

n

1
+ (’I‘ + 1)[ Z ai7~+1 s 8i1f(x + Gh) ’ hil T hiTJrl

015yt p1=1

Restglied

Beweis. Sei g: [0,1] — R, g(t) == f(x +th). Es gilt g € C"*1([0,1],R) und

d*g = o f
— = Z (@ +th) - hy o hyy (1)
dt ! Oz, ...0x;,

Wir zeigen (1) durch Induktion nach k.
(IA) k=1 Esist g € C! und nach Kettenregel gilt:

dg . d = Of(x+th)
0= fla+th) = ;78@ hi.
(IV) Fiir ein k € N gilt (1).

(IS) k+ k+1 Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

chiy e h,

Aus f € C**1(D,R) folgt, dass % € C*(]0,1],R), womit nach Kettenregel folgt:

d*lgt)  d "L O f(x+th)
CdtRtT T dt _Z Oy, Oy, i
11

) " Ok f(x+th)
8.’17j ( Zl 1 8$2k . 63%‘1 ! k J

_ z”: O fletth)

Tt
Gxikﬂ e 8xil

11, lk41=1

Ferner liefert die Taylor-Formel in R fiir g die Existenz eines 6 € [0, 1] sodass gilt:

r (k) (r+1)
9(1) = g(0) = f(z + h) — f(x) = (Z g k'(())) n 9(; 1()@
k=1 ’ :

Einsetzen von (1) liefert die Behauptung. O

Bemerkung 0.10. Um die Notation vieler, verschieden indizierter partieller Ableitungen zu
erleichtern, fithren wir die Multiindex-Notation ein:




Fiir o = (o, ..., ap) € N seien:

lof == a1+ +a, €Ny

ololf
ozt ... dxpn’
al = oyl a,! € Ny,

R = AT RO € R, fiir h = (hy,...,h,)" € R™,

Of == OM . 9o f = fiir f e Cl*l(D,R),

Beispiel 0.11. Seien n = 3, a = (a1, a2, ag). Multiindizes der Ordnung |«| = 2 sind:

o (2,0,0) (0,2,0) | (0,0,2) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1)
a! 21.01-0'=2 2 2 1 1 1
oo f 2%f ’f o%f %f 2%f ’f
31% Bxg axg Ox10x2? Ox10x3 02013

Summennotation fiir partielle Ableitungen 2-ter Ordnung:

T N
2. =t 5 T 52 anoms T Gmon; T Gmeony

|a]=2

Bemerkung 0.12. Mit dieser Notation lasst sich die Taylor-Formel kompakt schreiben als:

farny= Y Ty, 5 o),

al al
|| <r la|=r+1

Beweis. Die Reihenfolge der Differenzierung kann vertauscht werden. Daraus folgt fiir alle k-
Tupel (i1,...,4) mit ¢; € {1,...,n} fir j € {1,...,k}:

Oip -0 f(y) - iy -+ hy, =07 .00 fy) - AT -+ - hon = 0% f(y) - B
wobei o = (a1,...,0p) mit oy = #{i; | i; = s fiir j € {1,...,k}} (Anzahl wie oft Index s in

(1, ...,1k) vorkommt).
Ohne Beweis (sieche S.72 Skript Ana2 Rolf Rannacher): fiir o € Nfj mit |a| = k gilt: die Anzahl

von k-Tupeln (i1, ...,4x) bei denen der Index s genau a-mal vorkommt ist
k! k!
all--a,!  al’

Daraus folgt

d*g " Ok f(x+th) k! N N
T (t) = Z lﬁxik...ﬁzil Ry, - ha, :lz 7a1!...an!811_..87‘f flx+th)hTt---hY
Ul yeenslfp= d Y al=k
k!

womit insbesondere auch gilt

r

1 dF o°f(x +th)
S 0= e
=0

o <r
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Und konnen ferner festhalten:

Taylor in R 1 1 dTHg(H)
fa+h) = Z K dtk e @

:Zaa he 4 1 Z (T+1)!~8"‘f(m+9h)ha
el o! (r+1)! Wit a!

_ 0 f(x) o O f(x+0h),
B Z al h*+ Z al h
la|<r |a]=r+1

Restglied in Lagrange-Form

und analog:
aylor in o~ dT—H
flz+h)=g(1) E"E Y gf”j)huﬂ def)u—t)rdt
|| <r
o f (r+1)!- f(a:+th)
- h(1 —t)" dt
(;r T'/O jal=r+1
o« f o o°f(xz +th), r
_(;r h +(r+ )/0 (E;H - RY(1 — )" dt

Restglied in Integral-Form

Korollar 0.13. Seien D C R" offen, f € C"*1(D,R). Dann gilt fiir alle x € D und h € R,
fiir die z + th € D (fiir alle ¢ € [0,1])

flath) = > Mh“+wr+1(x,h)a
jaj<rr

sodass

(@b
w||7;|("x“ 5o

also wyiq (2, h) = o(||h)" ™).

Beweis. Da D offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit Ks(x) C D. Nach Taylor-Formel existiert fiir alle
h € R™ mit ||h]] < ¢ ein 6 € [0, 1] sodass

f(.%‘—Fh): Z af( )ha_|_ Z Wh

|| <r |a|=r+1
o b Oh) — 0%
Ja|<r+1 o || =r+1 o
= wry1(z,h)
Nun gilt noch zu zeigen, dass: wﬁ;hﬁilh) h=90.
Es gilt:
R = [hg |- (g | < R - 1Al = (R




Womit wir abschitzen konnen:

Wy CL’,h 1 1 o o aq a
bl L~ Liga iy gny - 0% ()] A fh
(|2 IR i
— TS > 0% f(z +0h) — 0° ()|
H H |a|=r+1 :
[P < A7 1
< > = 0% @+ 6h) — 0% /()] 1200,
loj=r+1 7", g

— 0, weil alle 9« f stetig sind

Korollar 0.14. Seien D C R” offen, f € C?(D,R). Dann gilt fiir alle x € D und h € R",
sodass x + th € D (fiir alle ¢ € [0,1]):

wal, 1) 1w
7]

flx+h)= f(x)+ (Vf(x) h)y+ % (Hy(x)h,h)y +wo(x,h),  mit

Dabei ist Hy(x) die Hesse-Matrix von f. Das heift das Taylor-Polynom 2. Ordnung ist eine
quadratische Approximation von f. Fiir f € C(D,R) gilt:

wi(x, h) hoo

fla+h) = £(2) + (V@) h)y + wi (2, ), R T

Das heifst das Taylor-Polynom 1. Ordnung ist eine lineare Approximation von f.

Beweis. Folgt aus 0.13 mir 7 + 1 = 2 bzw. r + 1 = 1 sowie:

o“
2 LD pe = ),
al|=0
o0« n 9
Z él(m)ha:%, ga(f)'hi:(vf(x)vh)zv
‘Oc|:1 i=1 7
0% f(x B
l;Q T B ”Z_: 61‘181‘] T2 (Hy(@)h, ),

Definition 0.15. Seien D C R™ offen und f: D — R beliebig oft partiell differenzierbar,
x € D. Dann heifst die Taylor-Reihe von f in x:

oo a

Tf (x+h)= Z

Korollar 0.16. Seien D C R™ offen und f: D — R eine beliebig oft differenzierbare
Funktion. Dann gilt

T/ (@+h)= ) aai!(x)ha =% f(z+ h),

lee|=0
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wenn
r—00

Rf+1(x, h) — 0, ze€D. (2)
Eine hinreichende Bedingung fiir (2) ist

sup sup |0°f(z)| < My < oo,
|0]>0 z€D

das heifst alle partiellen Ableitungen von f sind gleichméfig beschrankt.

Beweis. Siehe Skript Ana2 Rolf Rannacher, Seite 74, Ubungsaufgabe 3.23. O

Bemerkung 0.17. Die Taylor Reihe von f konvergiert gegen f, wenn die Funktion f durch eine
Potenzreihe beschrieben wird (also wenn f analytisch ist).
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