Kapitel 1

Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen

1.1 Explizite Differentialgleichungen

Differentialgleichungen (DGLn) sind Gleichungen der Form
Ft,y,y,... 7y(”)) =0 implizite Form

oder
y") = ftyy, ... ,y("fl)) explizite Form

fiir eine gesuchte Funktion y = y(t), t € I, I C R ,Zeitinvervall“. Differentialgleichungen n-
ter Ordnung sind &quivalent zu speziellen Systemen von Differentialgleichungen 1. Ordnung.
Betrachte y(™ = f(t,y,5/,...,y™ V) (sei y: I — R, I C R). Definiere Hilfsvariablen:

T, = y(n—1)7
also z € R™. Ein dquivalentes System von Differentialgleichungen 1. Ordnung ist dann

i)
zs3

f(t, z)
Ein allgemeines System von Differentialgleichungen 1. Ordnung hat die Form
= ft,x), zeR" feR”

Notationen: o’ = f(t,z),& = f(t,x), % = f(t,x) (Dynamischer Prozess, der sich mit der Zeit
andert.)

Beispiel 1.1. 1. einfache lineare Differentialgleichung

¥ =ax, acR
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KAPITEL 1. SYSTEME GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
hat die Losung z(t) = c- e, da
%:c~eat~a:a~x(t)

2. Newton: Kraft = Masse - Beschleunigung.

y(t) eR Ort eines Massenpunktes zur Zeit ¢
y'(t) R Geschwindigkeit
y'(t) R Beschleunigung

Kraftfunktion: f(¢,y,9’) € R.
my” = f(t,y,y’) DGL 2. Ordnung
dquivalent zum System:
T =19 mit z; =y,

1
Ty = %f(tvxlva) T2 =1y

3. Réuber-Beute-Gleichungen (Lotka-Volterra-Gleichungen)

N1 = Ny (t) Anzahl von Beute

Ny = Na(t) Anzahl von Rauber

N{ = aN; — N1 Ny a > 0 Reproduktionsrate der Beute
£ > 0 Fressrate der Rduber pro Beute

Nj = —yNy + 6N1 Ny ~ > 0 Sterberate der Riuber, wenn keine Beute vorhanden ist
& > 0 Reproduktionsrate der Rauber pro Beute

4. SIR - Modell aus Epidemiologie (z.B. Corona):

succeptible infected removed

S(t) I(t) R(t)
N=I+S5+R

ds ST

dr ST

— =B85 — AT —pul
T BN vy —p
dR

=~ =

w = uR

Dabei sei

~ die Rate, mit der Infizierte genesen oder sterben,
1 die allgemeine Sterberate pro Person,
v die Geburtsrate pro Person,

[ die Anzahl neuer Infektionen, die ein erster infektitser Fall pro Zeit verursacht und

N die Transmissionsrate.
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Definition 1.2 (System erster Ordnung). Sei D = I x Q C R x R®, f: D — R" stetig.
Dann heift

y = f(t,y) (%)

ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Eine Losung von (x) ist eine differenzierbare Funktion y : I — R™ mit

(a) Graph(y) = {(t,y(t)) e RxR" |t € [} C D und
(b) ¥'(t) = f(t,y(t) Vtel

(1 fi
Bemerkung 1.3. y=| : | und f= | : | Dann ist

Yn fn

(*) <:>y£ :fl(t7y1a-~'ayn)

y;L = fn(t7y17"'7yn)

Definition 1.4 (Anfangswertaufgabe/Anfangswertproblem). AWA zu (%) ist:

y'=f(ty), tel
y(to) = o Anfangsbedingung

Gesucht wird eine differenzierbare Funktion y: I — R"™ derart, dass
(a) Graph(y) C D

(b) ¥'(t) = ft,yt)), tel
(c) y(to) = vo

Satz 1.5 (DGL <« Integralgleichung). Sei D C R x R™, f: D — R" stetig, (to,yo) € D
und y: I — R” stetig mit Graph(y) C D, tg € I. Dann gilt

t
y lost AWA o' = f(t,y), y(to) = yo < y(t) = yo +/ f(s,y(s))ds Vtel
to

Beweis. "=". Sei y eine Losung von AWA. Dann ist y diffbar mit /(¢) = f(¢, y(¢)).

— | f(s.y(s)ds = / y () ds "2 y(t) — y(to) = u(t) — wo.

to to

"<=". Sei die Integralgleichung erfiillt. Falls t = t¢ = y(to) = yo = (c). Aus dem HDI folgt
komponentenweise y'(t) = f(t,y(t)) = y lost AWA. O




4 KAPITEL 1. SYSTEME GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.2 Anfangswertaufgaben: Existenz von Losungen

Satz 1.6 (Existenzsatz von Peano).
Die Funktion f(¢,z) sei stetig auf dem (n + 1)-dimensionalen Zylinder

D={(t,z) e RxR" [ [t —to| < a, ||z —woll < B}

Dann existiert eine Losung y(t) von AWA auf dem Intervall I := [tg — T,to + T'] mit

. B
T = — M = t
gl(g)l{m AR (t{g)agDHf( ;7))

Reminder:

1. Gleichméfige Stetigkeit:
f:D—-R DCR"

ist gleichméfsig stetig in D, falls Ve > 0, 36 > 0, sodass Vx,z¢ € D gilt

|z —zoll <0 = |[f(z) = fzo)ll <e

2. Gleichgradige Stetigkeit: Sei F C Cla, b]. Dann ist F gleichgradig stetig, falls Ve > 0 3 > 0,
sodass Vf € F gilt

Vet € a,b], [t —t'| <6 = |If(t) - f(t)] <e

3. Satz von Arzela-Ascoli: Sei (f,)nen eine Folge in Cla,b], die gleichm&fig beschrénkt und
gleichgradig stetig ist, d.h.
Sup || fl| o, < 00
neN

und
Ve >0, 36 > 0,¥n € N:  max ] I fn(t) — fu(E)] <e.
b

t,t' €la,
lt—t'|<6

Dann existiert eine Teilfolge (fn, )ren, welche gegen f € Cla,b] konvergiert, d.h.

[frw = flloe =0
4. Dreiecksungleichung fiir Integrale. Sei y: [a,b] — R™ stetig, ||-|| irgendeine Norm auf R™.
Dann
b b
[ v < [ ar,
a a
hier: ,
b [ yi(t)de
/ y(t)dt = eR"”
a b
Ja yn(t) dt

Beweis. (Satz von Peano)

Idee: Konstruiere eine Folge stetiger Funktionen (Eulersches Polygonzugverfahren). Aus dem
Satz von Arzela-Ascoli folgt dann, dass es eine Teilfolge gibt, die gegen eine Losung von AWA
konvergiert.
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0.B.d.A. betrachte Halbintervall T = [tg,to + T]. Sei h > 0 Schrittweitenparameter (h — 0).
Wihle eine dquidistante Unterteilung des Intervalls I.

to<ti1 <---<ty=tg+T, h:|t/€—tk_1|

Eulersches Polygonzugverfahren:

e Starte mit y{ == yo.

e Fiir n > 1, berechne y =y | + hf(t,_1,y"_1).

Definiere die stiickweise lineare Funktion 3" (t)

yh(t) = yZ—l + (t - tn—l)f(tn—layg—l)a te [tn—latn}, vn 2 1

1) z.Z. dass dieses Verfahren durchfiihrbar ist, d.h. Graph(y") C D. Sei (t,3"(t)) C D fiir
tg <t <tgp—1. Dann gilt

")) = flte—1,90_1), t€ [to-1,ts]
_dyh(t)
— dt

Nach Konstruktion gilt fiir ¢ € [t5_1, tg]:

Yt —yo =y () —yr Y —yr Yl — Yl

k—1
=y )~y + D> W —y)
=1

k—1
= (t —tp—1)f(to-1,90_1) + Z he ftii,yty)
i=1
k—1
= ||yh(t) —yol| < (¢t —te-1) ||f(tk—1,ylil_1)H + hz ||f(t¢—17yzh_1)H
i=1

< (t—tp_1)-M+h(k—1)-M
——

=tr—1—to

Also ist (¢,y"(t)) € D fiir ty_; <t < t;,. Mit Annahme folgt (t,y"(t)) € D fiir to <t <
t, = Graph(y") C D.

2) (a) z.Z. dass die Funktionenfamilie {y"},~0 gleichgradig stetig ist. Seien dafiir ¢,¢' €
I, <t beliebig mit ¢t € [tk—la tk}, t' e [tj_l,tj] fiir ein tj < tk.
o 1,1/ € [tk—la tk]:

y' () =" () = yry + (= te1) f(th-1,97—1)
—(yr_y + (=t f (-1, 90_1))
= (t—=t")f(tr-1,¥r_1)
= |ly" (&) =y " ()| < [t =¥|- M



KAPITEL 1. SYSTEME GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

o t; <ty
yh () —y" () = y" (1) -y 1+yz'$ 2*~~-*y§‘ LY =y ()
=y"(t) —yp_ 1+Z =yl oyl — ()
k—1
= (t—th-)f (b1, 0p1) + Y Bf(ti1,yl)
i=)

+(tj—1 — t/)f(tj—lyy?—l)

k=1
= (t = ti-)) f(t-1,9b) + Y hf(tion, i)

i=j+1
+ hf<tj—1ay?—l) + (tj—l - t/)f(tj—h ygl—l)
k—1
= (t - tk—l)f(tk—lay]}cl—l) +h Z f(ti—la y?—l)
i=j+1
+ (h+tj—1 —t') f(tj-1, y§11)
t.
Daraus folgt
9" (&) = y" ()| < (t = tom))M + (toer — t))M + (t; —t )M = |t —t'|M

Wihlt man fiir ein beliebiges € > 0 also 6 = 17, so gilt Vh
t—t|<d = ||y"(t) -y ()| <e

Daher ist {y"},~0 gleichgradig stetig (sogar gleichgradig Lipschitz-stetig).
(b) z.Z. y" ist gleichmifig beschrinkt. Es gilt V¢ € [to,to + T

" @] = ") = vo + w0l
<~
y" (to)=vo
< |lv" @) = ol + llwoll
siehe 1)
<M -T + ol

Also ist y" gleichmiifig beschrinkt.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert eine Nullfolge (h;);en und eine stetige Funktion
y: I — R"™ so dass
+ i—00
maxc [y — (1) == 0
Offenbar ist Graph(y) C D.

3) z.Z. y(t) erfiillt die Differentialgleichung y'(t) = f(¢, y(¢t)) oder dquivalent dazu: y(t) erfiillt

die Integralgleichung
t

y(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds

to
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