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0.1 Totale Differenzierbarkeit

Erinnerung (Analysis 1) f: D — R, D C R, ist genau dann in = € D differenzierbar, falls f
in x ,gut* linear approximierbar ist, d.h. 3a € R mit f(z + h) = f(z) + a - h + w(h) wobei
lim 440 = 0 (f'(z) = a).

h—0

Definition 0.1 (total differenzierbar). Essei D C R” offen und f: D — R™ eine Abbildung.
f heift im Punkt x € D (total) differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A: R™ — R™
gibt, sodass

limf(x+h)ff(:c)fA~h:0 (1)
o I

Oft wird (??) durch eine Bedingung an den Rest w(h), w: D — R™ definiert:

fle+h)=f(z)+A-h+wh),

wobei }llin% ”“ﬂgﬁlﬂl =0 (< (??),< w(h) = o(||h]))). Da alle Normen auf R™ aquivalent sind,
—

ist es gleichgiiltig, welche Norm man in (??) verwendet.

A heifst das Differential von f im Punkt x. Schreibweise:

df($), df 2 d.fxv Df(l‘), D.f 2 D.f:C7 df(l’) ) Df(l‘o)

T=Tq

Bemerkung 0.2. Fiir n = m = 1 ist die Definition der totalen Ableitung #quivalent zur
Definition der Ableitung von Funktionen einer Variablen.

Satz 0.3 (Differenzierbarkeit). Sei D C R" offen. Fiir Funktionen f : D — R™ gilt:

1) Sei f in x € D differenzierbar, dann ist f partiell differenzierbar und Df(z) =
Ji(z), J¢(z) Jacobi-Matrix

2) Sei f partiell differenzierbar in einer Umgebung von 2 € D und die partiellen Ablei-
tungen stetig in x, dann ist f differenzierbar in x.

Beweis. n =2 und m = 1.

1) Sei f differenzierbar. Dann gilt

g JEH R =S <Df(x).e(z’>+w§:m>

_ ORI L))
DI e
—_————
=0
= Df(x) e
dif1
— f partiell differenzierbar und D f(z)e() = = Df(z) = J¢(z).



2) Sei f stetig partiell differenzierbar und h = (Zl> Dann gilt
2

flx+h)—f(r) = flz1+h, 22+ he) — f(x1+ hi,22) + f(x1 + hy,22) — f(21, 22)
361,06, € (0,1) mit
F@+h) = F(@) YT hodyf (w1 + hy, w9 + Oy - ho) + hn 0y f(z1 + 01 - by, 2)
= ha(02f (21, 22) + wo(hy, h2)) + R (01 f (21, 22) + wi(ha, h2)),
wobei
wi(hy,he) = O1f(x1 + 01h1,22) — 01 f(x1,22)
und
walhy,he) = Oof(x1 + hi,x9 + O2hs) — Do f(x1, x2).

O1f(x), 02 f(x) stetig = lim wy(hy,ha) =0, lim wa(hy,hs) = 0. Daher gilt
h—0 h—0
Fa+h) = f) = mduf(n)+ hodaf () + hawr(B) + hawa(h)

(0f1(x), 01 (x)) (Z) + (@i (R), wa(R)) (Zl>
= Df(z) -h+a(h)

mit }1111% W = 0. Also ist f differenzierbar und Df(z) = VT f(x).
—

Korollar 0.4. stetig partiell differenzierbar == (total) differenzierbar == partiell
differenzierbar. Die umgekehrten Implikationen gelten im Allgemeinen nicht.

Lemma 0.5 (Richtungsableitung). Sei D € R™ offen, f: D — R im Punkt z € D diffe-
renzierbar. Dann gilt Yo € R™ mit ||v||, = 1 existiert die Ableitung in Richtung v (sog.
Richtungsableitung)

of 1. fla+tv) — f(z)
90 @) _}{% t
und of
@) = (V@) )2

Beweis. Sei z € D und definiere die Funktion £(t) := z 4 tv. £(t) € D fiir t € [0, ) fiir geniigend
kleine € > 0. Betrachte die Komposition h = f o ¢ : [0,e) — R. Dann gilt

of o Hw ) — (@)

(.’L‘) Def. Richtungsabl.
Ov N0 t

Def. Abl. d
= Ef(x + tv)

t=0
fatto)=(foe)t)  dh
dt

= h'(0)

t=0
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Kettenregel:
"0
(1) = > L ey -
i=1 "
, £(0)=2+0-v " of o
= HO ek L™
= (Vf(x),v)2

Korollar 0.6. Sei Vf(x) # 0. Dann ist der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren v € R™ und
V f(z) € R™ definiert durch
(vf(aj)v v>2

S0 = R F@T, ol

Damit gilt fiir |Jv|], =1

of

(@) T (T o) = [V £ @)y - olly - cos(6) "2 [V F(@)]l - cos(6)

af () wird maximal, wenn cos(f) = 1, also wenn v und V f(z) die gleiche Richtung haben:
d.h. der Vektor V f(z) ist die Richtung des stérksten Anstiegs von f im Punkt z.

Bemerkung 0.7. 1. Es gibt Funktionen, fiir welche alle Richtungsableitungen existieren, die
aber dennoch nicht (total) differenzierbar sind.

2. Es gibt Funktionen, die stetig und partiell differenzierbar, aber nicht (total) differenzierbar
sind.

Satz 0.8 (Kettenregel). Seien Dy C R™ und D, C R™ offen, g: D, = R”, f : Dy - R"
Abbildungen. Falls g im Punkt z € Dy und f im Punkt y = g(x) € Dy differenzierbar sind,
gilt: Die Komposition h = f o g ist im Punkt z differenzierbar und

Dyh(z) = Dy f(9()) Dag(x)
—— —————

cRTxm ERTXn ERnxm

Beweis. Seien x € D, und y = g(z) € Dy. Dann gilt nach Voraussetzungen

g(x + &) = g(x) + Dog(@)€ + wy(£) mit i 19s©l
B recny el
fly+mn) = fy)+ Dyf(y)n+ws(n) it l[ws ()



Dann erhalten wir

(fog)z+§) = flg(z +§))
g(x+£)=g(::8)+n=y+n f(y
f(y)+Dyf(y) n+wr(n)
= f) + Dy f(y)(D2g(2)€ + wy(§)) +wys(n)
= fW) + Dy f(y)Deg(x) - & + Dy f(y)wy(§) +wys(n)
(f

0 g)(@) + Dy f(y)Dag(x) -§ + wrog(£),
—_————
Dy (fog)

wobei hier wyoq(§) = Dy f(y)wy(§) +wys(n). Es geniigt also zu zeigen, dass

lwroa(©)ll
o e Y

Aus lim lea®l = 0 folgt sofort hm 1Dy f(y)eg (Il

= 0. Wir schliefsen aber auch, dass es eine
I€l—o €l el €l

Konstante ¢ > 0 geben muss, sodass ||wg( ) < cl€]]. Wegen HliHm ”w‘féﬁ)u =
n|[—0

mit liH(l) @r(n) = 0 geben, sodass ws(n) = ||n|| - ©s(n). Mit diesen Aussagen gilt:
n—

0 muss es ein &¢(n)

lwr (M = [1D2g(2)€ + wq () 0 (0]
< (ID2g@) 1N+ llwg (1D - llwog (]
< (IDzg(@)[ + ) €l - oy ()l

=:”ﬁg)guwM@m+@¢@mm

Wegen 5h_r%n = 511_1}}) Dog(z)€ + wy(€) = 0 folgt 511_% @r(n) = 0 und damit

sl _ o
0 < Jim FEPE < Jim (D20l + ) - 135 )l = (IDag @)l +¢)-

lim & =
Elg%wf(n)H 0

Insgesamt erhalten wir

i 19r00@ o IDU @@ sl _
leli—o €]l [HE €]l e-0 ]l
O
Bemerkung 0.9 (Komponentenweise fiir i =1,...,mund j =1,...,7).
. af] 09k
Dub(a) = Duf()Degle) & 720 = 3 G n(o)sssgnlw)) Gl )
H/—’

0i(fog);

Spezialfal: m=r=1 (¢g: Dy CR—=R", f: Dy CR"” - R)

W) = —h(@) = = (o) = 3 o0 (01(@), - 90(0) - gulw) = (Vy f(9(0)), ()
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