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Kapitel A

Phanomenologie der
Maxwell-Gleichungen

A.1 Elektrisches Feld

Satz A.1 (Coulomb Gesetz). Kraft zwischen zwei Ladungen

F—#Fk 4192
71— 7o
Im SI-System ist k = ﬁ mit g = 8.854 - 10*12% = m% mit A fiir Ampére und

As = C fiir Coulomb.

*

Im Gaufs-System ist ¢ = \/ZWTO, so dass k = 1.

[ ] o
q1 q2

Abbildung A.1: Zwei Ladungen

A.2 Elektrische Feldstarke

Satz A.2 (Coulomb Kraft).

Satz A.3 (Lorentz Kraft).




4 KAPITEL A. PHANOMENOLOGIE DER MAXWELL-GLEICHUNGEN

A.3 Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell Gleichungen bilden die axiomatische Verbindung zwischen Feldern E7 §7 57 H und
den Ladungen p, 7'in Inertialsystemen (oder lokal in frei fallenden Systemen).

(1) divE = V- E = 9;E" = 4xp. Mithilfe der 1. Maxwell-Gleichung kann aus dem elektrischen
Feld die Ladung bestimmt werden oder aus der Ladungsverteilung auf ein elektrisches Feld
geschlossen werden.

Abbildung A.2: Die 1. Maxwell-Gleichung

/d%div*c’i‘ﬁ/ S - E= U :/ dPrdnp = dnq
v oV el. Fluss v

Setzen wir eine sphirische Symmetrie voraus, so erhalten wir
A5 - E = 4xr® - |E(r)| = 4nqg = |E| ~ L.
v r

Damit haben wir also das Coulomb-Gesetz in Zusammenhang zu den Maxwell-Gleichungen
gesetzt.

(2) divB=V-B=08B =0

Abbildung A.3: Die 2. Maxwell-Gleichung

d3rdiv]§:/ dS-B= @& =0
oV mag. Fluf

Es gibt keine magnetische Ladung (elektromagnetische Dualitét)
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Abbildung A.4: Die 3. Maxwell-Gleichung

(3) rot E = V x E = —8,,B. Die 3. Maxwell-Gleichung ist auch bekannt als Induktionsgesetz
von Faraday und stellt eine Verbindung her zwischen magnetischem Fluss durch eine Fliche
und induzierter Spannung auf dem Rand der Fliche. Das — auf der rechten Seite fithrt zur

Lenz-Regel.
- ., d = = d
/ds-rotES@‘“ df ' E= U =- /dS~B:— )
s 98 Spannung d(ct) d(Ct)
1.d
°dar

(4) rot B=VxB=04E+ 47”]". Die 4. Maxwell-Gleichung ist auch bekannt als Ampere-Gesetz
und stellt eine Verbindung her zwischen elektrischen Fluss oder sich d&nderndem E-Feld und
einem magnetischen Feld auf dem Rand der Fliche. In integraler Form gilt also

Abbildung A.5: Die 4. Maxwell-Gleichung

— — — d — = 4 =
/dS-rot Sti“*s/ A7 B = —— dS~E+1/ds.j.
s s d(ct) Js~—g ¢

=1 Strom
Setzen wir zylindrische Symmetrie voraus, so erhalten wir

/ d7 - B = 4mr
as

_Ar

, Sl
B(T)‘— [ = ’B‘Nf.
C T




6 KAPITEL A. PHANOMENOLOGIE DER MAXWELL-GLEICHUNGEN

A.4 Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen sind lineare (— Superposition),

e partielle (Ableitungen in z° und ct — V, 9.),

Quelle
T~

2 E.B
\/

¢ hyperbolische Differenzialgleichungen (wird spater noch erklért). Lokalisierung

e Die Maxwell-Gleichungen ergeben nur Sinn in einem Bezugssystem, wir legen also ein
Inertialsystem fest.

e Wir haben 2 div-Gleichungen und 2 rot-Gleichungen, also effektiv 1+1+3+3 = 8 Gleichun-
gen, wir untersuchen aber nur die Dynamik von E- und B-Feld (3 + 3 = 6 Komponenten).
Sind die Maxwell-Gleichungen daher {iberbestimmt?

A.5 Erhaltung der elektrischen Ladung

Betrachte Maxwell (1) und (4):

div E = A7p | Dt

rot B = O FE + %ﬂ div
Damit folgt

div rot B =0 = ddiv E + %div 7
=47 0p + 4%rdiv 7
Also insgesamt die sog. Kontinuitédtsgleichung
Otp + div 7= 0. (A1)

In Integralform ergibt sich daraus:

d . d . Gauf &
— | &Erp=—qg=—[ dBrdivy = f/ ds - 7.
dt Jy T /V ravd ov /

Die Elektrodynamik ist eine Kontinuumstheorie. Ladung ist dabei eine Art ,Fluid®.
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A.6 Elektromagnetische Dualitéit

Betrachte die Maxwell-Gleichungen im Vakuum, d.h. p = 0, 7= 0. Dann gilt

(1) div E =0
(2) div B=0
(3) rot E = —04B
(4) rot B = 0,E

Vertauschen wir £ — é, B — —E, so dndert sich an den Maxwell-Gleichungen im Vakuum
nichts (Dualitdt). Warum existieren eigentlich keine magnetischen Ladungen?

(1) div E = 47p

(2) div B = 4mp,,

(3) rot E' = —0.B + 47,
(4) rot B = 0 + 75

Es folgt also, analog zu A.1, eine Kontinuitétsgleichung fiir die magnetische Ladung

A.7 Elektrodynamik in Materie

Elektrodynamik in Materie ist im Allgemeinen sehr kompliziert. Im einfachsten Fall ist die Wir-
kung

1. linear

2. isotrop

3. instantan

Dann existiert eine effektive Beschreibung mithilfe von nur zwei Konstanten. Als erstes ben6tigen
wir die Dieelektrizitétskonstante e und die Permeabilitdtskonstante p. Es gilt

D=c¢ E
B=u-H
im Vakuum (in diesem Fall e = p = 1) in Materie
div E = 47p div D = 4mp
divB =0 divB =0
rot E = — cté rot E = — Ctﬁ

o 4 i A4
rot B = +8ct£j rot H = +5‘ctD + ?]
C



8 KAPITEL A. PHANOMENOLOGIE DER MAXWELL-GLEICHUNGEN
A.8 elektrostatisches Potenzial

Dabei bedeutet elektrostatisch, dass alle Zeitableitungen 0 sind. Fiir das elektrische Feld aus
Beobachter

mit positiver
Probeladung

Abbildung A.6: Elektrisches Feld
Abbildung A.6 gilt daher

= q -
E(r) = ﬁjq Er_m =1

=
S

Bei vielen felderzeugenden Ladungen berechnen wir einfach die Superposition

-
E(7) = Zqzqq
ral (R &

Da es sich bei der Elektrodynamik um eine Kontinuumstheorie handelt, gehen wir von g zu p
iiber. Im Kontinuumslimes erhalten wir also

-
B = [ & o) T
-

|7 — 7|

Im folgenden wirke V auf r und V' auf ’. Es gilt

—7 1 1
-7

%l ﬁl

FEingesetzt in die Gleichung von oben erhalten wir

E(f) = / ' p(r’) - V’|F_ 7
- —/dBT’p(F’)V‘
Ve

—_——
=:¢(7)

—_

=

_f”|

Definition A.4. Das elektrostatische Potenzial ¢ ist gegeben durch

¢(F):/d37"1/’(7:¥)' ‘f'_lm'
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Fiir die Elektrostatik gilt also rot E = —rot V¢ = 0. Aus den Maxwell-Gleichungen erhalten wir
konsistenterweise rot £ = —J.,;B = 0.

Wap = q/B dS - E ~ Verschiebearbeit
=q- |A¢(FB) — ¢(7a)| ~ Interpretation von ¢ als potentielle Energie
Aus
E(7) = =Vo(7)
und dem Gauf-Gesetz
divE = 4d7tp
erhalten wir

—divVe = —A¢ = 4mp

Definition A.5 (Laplace-Operator).

A= divV = (5”818]

Satz A.6 (Poisson-Gleichung). Es gilt
A¢ = —47p

beziehungsweise im Vakuum

Ap =0

Wir berechnen nun A¢ an einem Ort # 0 im Feld einer Punktladung.

Potenzial einer Punktladung 7

sphérische Symmetrie

Nun mochten wir A¢ bei der Punktladung berechnen. Wir erhalten

/‘frA¢ A=divy /<Prmvv¢
\% 1%

Causs L/ ds - v
ov

sph. Sygmetrie / 7“2 dQ - %
v N4>
%
= — [ 40
v
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Die Gleichung
1 o
m:—‘”‘sﬂr—”

kombiniert beide Félle. Dabei ist dp die Dirac-Funktion.

A.9 Dirac ép-Funktion

Mochte man von der Ladungsdichte p(7) auf die Ladung im Volumen V schliefen, berechnet man

einfach
0= [ Ero)
A%

In die andere Richtung ist es nicht offensichtlich, hier gilt
p(7) = qdp (7 — )

wenn q bei 7 liegt.

1. Fiir das Potenzial gilt

p(7)

7=

p— 0.

() = / &>’
v
Dann erhalten wir

1
_ 3./ !
Ag = /V a>r’ p(r )A7|Fff7|
— un / & p(7) - S (7 — 7)
Es gilt [, d o(7)dp(F— ) = (F) und [ d*' 6p(F—7) =1
= —dmp(7)

Man kann sich die Dirac d-Funktion vorstellen als

li

1 x?
m ceX —_— | .
020 v/2702 P 202

2. Fiir diskrete Ladungen gilt

o =3 P
XGEDD inﬁ
=D ai(~4m)op (7= 7)
= —147T,0(f'),

wobei wir die Ladungsverteilung p(7) = >, ¢;0p (7 — 7;) erhalten.
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A.10 Eigenschaften der Dirac dp-Funktion

1. Normierung [*  dzdp(z) =1
2. Verschiebung [ dz ¢(z)dp(z — a) = ¢(a)

3. Skalierung [~ dzdp(az) = [~ Lép(y)

—0o0  a

+oo

4. Ableitung [ dz(2)d)(z — a) = ¢(z)dp(z — a) — [2 dz ¢ (x)0p(z — a) = ¢/(a).

—0

A.11 Potenzielle Energie einer Ladungsverteilung

(1) Bei einer Ladung ¢; an der Stelle 7; erhalten wir das Potenzial ¢, = ‘Fﬁlﬁll.

(2) Nun schieben wir eine Ladung ¢, aus dem Unendlichen an die Stelle 7. Dabei verrichten
wir eine Arbeit W = qa¢1 (7).

(3) Wir schieben eine dritte Ladung g3 an die Stelle 73 und verrichten die Arbeit W3 =
q3(b1(73) + ¢2(73)).

(n) SchlieRlich schieben wir die Ladung ¢, an die Stelle 7, und verrichten die Arbeit W, =
G >iy i)

Als Gesamtenergie ergibt sich daher

N
Wges = Z Wn

N N
Doppelzihlung 1 Z Z qiqn
2 — |7 — 7]

Aptmp 1 / &rAg- ¢
8T
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Es gilt die Produktregel ¢V¢ = ¢ div Vo = div(¢Ve) — Vo - Vo
_ L ST N 1 [ 2
= . / d°r div(¢Ve) + & / d°r (Vo)
1

- [ ’E
87 "

= / d3r Wy

Definition A.7 (Energiedichte). Wir definieren die Energiedichte W, = 8%|E|2

‘2

A.12 Randbedingungen von Feldern auf Oberflichen

Wir definieren die Oberflichenladung (siehe Abb. ??) als

Aq(7)

o(r) = AsS0 AS

o

Abbildung A.7: Senkrechte Komponenten eines elektrischen Feldes durch Oberfliche mit Ober-
flichenladung o.

Fiir das Integrationsvolumen betrachten wir die Divergenz des elektrischen Felds:

/ d3r div B Gauk / s - E
AV AS

= 4mq
= 4 ds -o
AS
Vernachlasmgéng der Seiten AS(E%‘ _ ElJ_)
Damit folgt
Ey = Eif + 4no.

Es liegt Elektrostatik vor. Damit ist E = —V ¢, also folgt rot E = — rot V¢ = 0, da die Rotation
von Gradientenfeldern verschwindet.
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Abbildung A.8: Parallele Komponenten eines elektrisches Feldes durch Oberfléche.

dS -rot E Srekes / a7 - E
AS OAS
Vernachléssigzung der Hohe AT’(EQ — Ell)
= 0
Damit folgt
£l _ El

Im Vergleich fallt auf, dass das elektrische Feld senkrecht zur Oberfliche einen Sprung macht
bei Durchstofen der Oberfliche, sobald die Flache eine Oberflichenladung besitzt. Dahingegen
verdndert sich die parallele Komponente nicht.

Wiederholung

Elektrisches Feld E und elektrostatisches Potential ¢. Dann ist

o 77
E(r) = %m

Bei mehreren Ladungen folgt mit Superpositionsprinzip

—»

F) Z%; =

Im Kontinuumslimes ergibt sich

nl _ 3.0 (= 7=
B = [ o)t

Aus 3. Maxwell Gleichung folgt im statischen Fall rot E = —9,8 = 0, d.h. es muss ein Potential
¢ geben, mit £ = —V¢:
al 3.1 (= 3, FI
== [ @ oWV / |r_ 0

Aus der 1. Maxwell Gleichung (divE = 47p) folgt

div E = —divVe = —A¢ = 4mp (Poisson-Gleichung).
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Die Maxwell-Gleichungen beschreiben eine Kontinuums-Theorie. Wie kénnen dann Punktladun-
gen in dieser Theorie beschrieben werden? Fiir Punktladung an der Stelle 7 ist

p(F) =q- op(F—7) .
———

~Volumen—1!

Wieso hat die Dirac Funktion die Einheit eines reziproken Volumens? Das folgt aus der Normie-

rung
/ BréplF—i| =1

/d?’Tpf’:q

Dirac-Funktion als Kontinuumslimes des Kronecker §

woraus direkt

folgt.

° >0 =1 vs. o [ dwép(z—a')=1
b 1 fallsa<j<b b 1 fallsa<z’' <b
. 61 = —_ !y — — —
* 2imady {O sonst e [, dwdp(z—2') 0 sonst
o Y 0 AT =4 o [7 dazy(z)dp(x—2') = p(a’) (Faltungs-
1ntegra1)
()

Abbildung A.9: Gestalt der Dirac Funktion

Verbindung der kontinuierlichen Welt der Maxwell-Gleichungen mit der Intuition der diskreten
Punktladungen.

E(7) = Zqz - = va = —Vo(®).

Wie wird nun div E = —V¢ berechnet?
1
F=7

Die dp Funktion ist die Kontinuumsbeschreibung von Punktladungen.

A

47T5D( ’Fl)
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A.13 Differentialoperatoren und Green-Funktionen

Nach Poisson-Gleichung ist

7

A7) = —dmp(7), geldst von ¢(7) = / RERGLL

|7 =7

7 1
Ap = A/ a3 #p(r _ / d?"r'p('F")A — = / dBTIp(fl) (=4m)op (F— ) = —dnp(7).
7] 7]
Interpretation von links nach rechts: A¢ = —4mp: Lokalisierung von Ladungen aus ¢ heraus.

¢ = const
¢ = const,

A
|

b)divE=—-A¢p~p=0
(@) divE = —A¢p~p#0

Interpretation von rechts nach links: Achtung: Gefidhrlicher Unfug:

Ap = —4mp | A™! inverser Differentialoperator”
—
= ¢=A""[—4np] :/ 4% f(_rl :
7 — 7|
[ d3r ’ﬁ [...] ist die inverse Operation zu A[...]. In Worten der Funktionalanalysis heifit dann

ﬁ die Green-Funktion des Differentialoperators A. Fiir uns Green-Funktion immer gleich

dem Potential einer Punktladung.



Kapitel B
Potentialtheorie

Ziel: Losen von Poisson-Problemen.

B.1 Green-Theoreme

Seien ¢, 1) zwei skalare Felder. Dann ist

A() = (i) - V()
A7) =V'p - V' + ¢A'tp (Produktregel)

div’
Mit Satz von Gauf folgt dann

/ d®r div’/T(F’):/ 48 - A)  dS =i - ds.
JV ov

Damit folgen die Green-Theoreme:

Satz B.1 (1. Green-Theorem).
/ &' div' A(7) = / d3r' div' (eV'y) = / r' [V'p - V' + oA"Y
14 v Vv

:/ dS" ¢ -V’ -ii .

oy
an’

Vertausche nun ¢ und ¥ und subtrahiere zwei Kopien des ersten Green-Theorems. Dabei fallt
V'@ - V'1) heraus.

Satz B.2 (2. Green-Theorem).

3,./ / ’y / %_ dp
| rte-vu—uvie = [ as [@an, wan,].

Nun Anwendung durch Wahl der Felder: ¢ = ﬁ, damit A’y = —4dwép(F — 7). Weiter sei
© = ¢ Potential, also V'¢p = —4mwp(#) (Poisson-Gleichung).

16
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Substitution in das 2. Green-Theorem:

1 -
/ @ [ () - (~Am)p(F = ) + —— = dmp() | = —4wo(7) + 4 / @ 27
Vv —~ |T_"—?"/‘H/—’ N ‘T*T|
® Ay A
P
0 1 0
/(,V ) = aw )
Auflésen nach ¢ ergibt
. r 1 1 0 0 1
— ddl p(?") 7/ dS/[ v _ 477&
= J T T Sy [7— ] o’ ) g
—_———
Neumann-Randbedingung  Dirichlet-Randbedingung
V¢ auf OV ¢ auf OV

Falls 9V unendlich weit weg ist, bleibt nur der erste Term iibrig. Bei der Festlegung der Randbe-
dingungen, darf jeweils auf einem Flichenelement nur eine Neumann-Randbedingung oder eine
Dirichlet-Randbedingung festgelegt werden, da sonst Probleme beziiglich der Bestimmtheit des
Potentialproblems entstehen.

B.2 Eindeutigkeit der Potentiale

Seien ¢1, ¢ Potentiale und Losungen der Poisson-Gleichung, also

A¢1 = 747Tp = A(ﬁg — A(¢1 — ¢2) = 0.
=u
Mit 1. Green-Theorem folgt
/ d3r’ [u Ay —(V'u)Q} = dS’ua—u/.
v > ov ou

Fallunterscheidung nach Wahl der Randbedingung fiir Potentialproblem:

¢ Neumann-Randbedingungen: % = % = g—z =0 auf OV.

e Dirichlet-Randbedingungen: ¢; = ¢o =— u = 0 auf 9V.

Damit verschwindet die rechte Seite immer und es folgt
/ 3" (V'u)? = 0.
1% ~——
>0

Also folgt bereits V'u = 0, also ¢ = ¢; + const. Bei Dirichlet-Randbedingungen folgt damit,
wegen u = 0 auf 9V, dass ¢ = ¢pa.
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B.3 Green-Funktionen

AG(F,7) = —4Amdp(F— ) mit G(F — ') =

F(7 ).
‘7:»_7—,7|+ (T7T)

F(7,7) hat die Eigenschaft AF(#,#") = 0: Vakuum. Erfiillen von Randbedingungen (,,Spiegella-
dungen”).
AG(7, ) = —4wdp(F—7) | ~p(f’),/ a3
v
.
/ A3 AG(F 7)) - p(7) = A/ d*r’ f(rl =A¢
v v 7=

— —47r/ d37“'p(r_") Op(F—7") = —4mp.
1%

Green-Funktionen sind fiir lineare Feldgleichungen = Superpositionsprinzip.
B.4 Systematische Konstruktion von Green-Funktionen

1 -

A = (=4m)op (7 —7") | / a3 p()

7]

Durch Superposition der Coulomb-Felder der Einzelladungen folgt damit

A/ ' L ol —A¢——47r/v &1/ p(7)op (7 — 7*) = —dmp(F).

Jetzt: Green-Funktionen fiir andere Differentialoperatoren, z.B.: A —m? oder J = 0% —

(1) Losung der Feldgleichung: algebraisch statt differentiell. Dafiir: Fourier-Transformation
A¢ = —4mp Poisson—Gleichung
. d3k
p(7) = o )Sp( ) exp(iki) == s d®r p(7) exp(—ikr)

>

3k . -
() = / 'k o(k)e (zkr)ém) / d3r ¢(7) exp(—ikF)

Die Fouriertransformation angewendet auf die Poisson-Gleichung ergibt dann

3 3 3 . .
AG(F) = A / (;ﬂ’;’d)( ) exp(ifi) = / T 5(8) (ik)? exp(iF7) = / () o(F) exp(iF7).

Durch Integrandenvergleich folgt

A¢ = —4mp im Fourier-Raum: — k2¢(k) = —4mp(k).
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Wir erhalten also eine algebraische Gleichung im Fourier-Raum, die sehr leicht gel6st wer-
den kann:

B(F) = 13 p(R).

Damit ergibt sich folgendes Diagramm

k2

-

o(R) — p(F)
S
o(F) —2 p(F)

Damit folgt als Losung der Poisson-Gleichung:

o 4 | 4m
o) =5 [FF].
Fourier-Transformationen sind numerisch extrem effizient berechenbar mithilfe von ,fast

Fourier-transform”.

(2) Faltungen im Realraum sind Produkte im Fourier-Raum.

—

o000 = [ o [olf) - w(B)] exp(r

’ 7 - =
:/ (gﬂl)ﬂg/d?)r/@(ﬁ)exp(—i 'F")/ d3rl/w(f*/)exp(—ikf’)exp(ikf’)

:/d3r’</)(f’)/ d%%(ﬂ’)/g:;exp[igwf,F,,)]

In einer ebenen Welle ist nur eine Frequenz enthalten, deren Spektrum aufgrund von Nor-
mierung divergieren muss. Die Fouriertransformierte der ebenen Welle ist also wieder die
Dirac-Funktion

:/d?’r/(p(f'")/ &3 (S p (7 — i) — ™)
_ / B ()7 — 7).

Wir erhalten also tatséchlich eine Faltung zwischen ¢ und .

(3) Berechnung der Fourier-Transformierten der Green-Funktion Idee: % ist die Green-Funktion
von A(~ —k?) im Fourier-Raum.

o) = [ & G T o(F) = GOE) - o(B).

——
Produkt
Faltung
Zu zeigen:
1 Fl - 47
() = ——= & G = 33
=7 P
Es ist
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Da G(F) sphirisch symmetrisch, verwenden wir Kugelkoordinaten. Mit y := cos <t(k, 7) ist
k-7 = kryp. Damit folgt:

* k2 dk [ o Am
G:/ / dp de ﬁexp(zk‘r,u)
0 -1 0
———

(2m)?
=27
oo 47_(_ 1
= dk / dp exp(—ikrp
/0 (2m)? -1 ( )
A4 exp(—ikr) — exp(ikr)
= dk - -
o (2m)2 —ikr
_ g/ dk sin(kr)
T Jo kr
21 [ 51
_ 21 d(kr) sin(kr) .
Tr Jo kr

=7 siehe Funktheo

B.5 Multipolentwicklung

Betrachte eine komplizierte Ladungsverteilung. Von sehr weit weg, geht das elektrische Feld in
ein Coulomb-Feld iiber, das heifft Details in der Ladungsverteilung werden weniger relevant.

p#0

=

1= cos

Abbildung B.1: Komplizierte Ladungsverteilung

11 1 1

1
I Y G Y/ e ;\/1—2%’/” (%)’

T

Annahme, dass r > 1’ ~ Beobachter weit weg im Vergleich zur Ausdehnung von p.

1 li <T’)l el
== — Pi(p) = Pi(p).
e 1+1
|[F—7] r —\r —_—— —r

Legendre-Polynome

Fiir die Legendre-Polynome gilt:

1 oo
S
VI=2px+2? 5

Durch die Operation dd—;,, und anschliefsendes Setzen von x = 0 erhalten wir das [-te Legendre
Polynom. Damit folgt

Poli) = 1, Pu(y) = s Polp) = 5 (3% — 1), Pal) = 5 (50" — 3.



B.5. MULTIPOLENTWICKLUNG

alternativ Formel von Rodriguez:

1 d

2\l
ﬁ@(” - 1)

Bi(p) =

Kugelflichenfunktionen Yj,,, (6, ¢) — Pi(cos ) Legendre-Polynome.

!
_ 4m x (pl 1 iy
P(p) = 1 2 Yim (0, 0)Y5. (0", ¢") (Additionstheorem).
= (0, 0.)
7= (r.0,¢)
@
Abbildung B.2: Situation
Damit erhalten wir
/l
* / /
7‘ Z Z 2l+1rl+1}/lm(9a<p)}/lm(97@)

=0 m=—1

Damit folgt

,,:’/
7;») /d3/ Z Z 21_’_17,.l+1 l’m /dg’l“/ n }/lm(9/7(p/)

=qim Multipolmomente

F) Z Z 2l_|_17.l+1 lm(a ¢)'QIm~

=0 m=—1

Mutipolmomente

(1) Information iiber die Ladungsverteilung: Grofe, Stérke und Form

(2) Einfluss nimmt mit T,% ab. Dominierender Term 1-Term bei grofem Abstand

Monopol | = 0, also nur 1 Koeffizient, m = 0 ~ Gesamtladung.

QOO:/dgr/ 0 ( ) Yoo(0,0) =

1
Vam

q
Var

Dipol I = 1, also 3 Koeffizienten, m € {—1,0,1}.

lhm:/ A3’ p(7@)r' Y5, (0, ¢') ~ Ladung x Abstand.

Quadrupol [ = 2, also 5 Koeffizienten, m € {—2,—1,0,1,2}.

Gom :/dgr’p(ﬁ)r'%@%(@’,d) ~ Ladung x Fliche.

21



22 KAPITEL B. POTENTIALTHEORIE

Oktupol [ = 3
Hexadekupol [ =4

Hermitizitéat:
Y (0,0) = (=1)"Y,—m(0, ¢)
Damit folgt
ql*m — / d37‘/ 'f'llp(ﬁ)}ﬁ:n(e/ﬂpl) _ (_1)m/ d3’l“/ ’l"/lp("?l)yvl,fm(e/,@l)
= (—1)mthm~

Fiir reelle Ladungsverteilungen existieren also (I + 1) unabhangige Multipole.

B.6 Kugelflichenfunktionen: spharisch harmonische Funk-
tionen

A exp(—iki) = —k? exp(+ik) = (A + k) exp(&iki) = 0 ( Helmholtz-Differentialgleichung)
By Yim(0,0) = =l +1)Yim(0,9) = (Ag,p + 11+ 1))Yim (0, 0) = 0.
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