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Kapitel A

Phanomenologie der
Maxwell-Gleichungen

A.1 Elektrisches Feld

q192
|71 — 7o

F=k

Vm
As = C fiir Coulomb.

*
q

Jires SO dass k = 1.

Im Gauf-System ist ¢ =

Im SI-System ist k = ﬁ mit ¢g = 8.854 - 1071288 =

Satz A.1 (Coulomb Gesetz). Kraft zwischen zwei Ladungen

1 As

T 9109 vig Wit A fiir Ampére und

q1 q2

Abbildung A.1: Zwei Ladungen

A.2 Elektrische Feldstarke

Satz A.2 (Coulomb Kraft).

Satz A.3 (Lorentz Kraft).
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A.3 Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell Gleichungen bilden die axiomatische Verbindung zwischen Feldern E , B , 57 H und
den Ladungen p, 7 in Inertialsystemen (oder lokal in frei fallenden Systemen).

(1) divE = V- E = 8;E" = 47p. Mithilfe der 1. Maxwell-Gleichung kann aus dem elektrischen
Feld die Ladung bestimmt werden oder aus der Ladungsverteilung auf ein elektrisches Feld
geschlossen werden.

Abbildung A.2: Die 1. Maxwell-Gleichung

/ B3r div “Gﬁ‘ﬁ/ S - E= U :/ dPrdnp = dnq
v oV el. Fluss v

Setzen wir eine sphérische Symmetrie voraus, so erhalten wir
A5 - E = 4xr® - |E(r)| = 4nqg = |E| ~ L.
v r

Damit haben wir also das Coulomb-Gesetz in Zusammenhang zu den Maxwell-Gleichungen
gesetzt.

(2) divB=V xB=9;B' =0

Abbildung A.3: Die 2. Maxwell-Gleichung

d3rdiv]§:/ dS-B= @& =0
ov

mag. Fluf o

Es gibt keine magnetische Ladung (elektromagnetische Dualitét)



A.4. EIGENSCHAFTEN DER MAXWELL-GLEICHUNGEN )

Abbildung A.4: Die 3. Maxwell-Gleichung

(3) rot E = V x E = —04B. Die 3. Maxwell-Gleichung ist auch bekannt als Induktionsgesetz
von Faraday und stellt eine Verbindung her zwischen magnetischem Fluss durch eine Fliache
und induzierter Spannung auf dem Rand der Fliche. Das — auf der rechten Seite fithrt zur

Lenz-Regel.
= Stokes — = d o =t d
/dS-rotESt:k F E= U =- /dS~B:— o
S 98 Spannung d (Ct) d (Ct)
1.d
cdt

(4) rot B =V xB = 04 E+ 47 7. Die 4. Maxwell-Gleichung ist auch bekannt als Ampere-Gesetz
und stellt eine Verbindung her zwischen elektrischen Fluss oder sich &nderndem E-Feld und
einem magnetischen Feld auf dem Rand der Fliche. In integraler Form gilt also

Abbildung A.5: Die 4. Maxwell-Gleichung

=~ = okes =y 4 ~
/dS-rotBSt:k dF-B:% dS-E+1/dS-j‘.
s a8 (ct) s ¢

=1 Strom

Setzen wir zylindrische Symmetrie voraus, so erhalten wir

/ d7 - B = 4mr *41
a8

. Sl
Br)| =1 — |B~ .
Cc r
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A.4 Eigenschaften der Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen sind lineare (— Superposition),

e partielle (Ableitungen in 2% und ct — V, 0.),

Quelle
T~

07 E,B
\_/

e hyperbolische Differenzialgleichungen (wird spater noch erklirt). Lokalisierung

e Die Maxwell-Gleichungen ergeben nur Sinn in einem Bezugssystem, wir legen also ein
Inertialsystem fest.

e Wir haben 2 div-Gleichungen und 2 rot-Gleichungen, also effektiv 1+1+3+43 = 8 Gleichun-
gen, wir untersuchen aber nur die Dynamik von E- und B-Feld (3 + 3 = 6 Komponenten).
Sind die Maxwell-Gleichungen daher iiberbestimmt?

A.5 Erhaltung der elektrischen Ladung

Betrachte Maxwell (1) und (4):

div E = 4mp | Oct
- S 4
rot B = 0, E + — 7| div
c
Damit folgt
: = e L
div rot B =0= 0ndiv E+ —div J
C
4
=47 0up + 2T div 7
C
Also insgesamt die sog. Kontinuitatsgleichung
Oyp +div 7= 0. (A1)

In Integralform ergibt sich daraus:

d d . Gauh S
— [ &rp=—q=—[ Prdivy = —/ ds -7
a J, TP g /V rdiv j - J

Die Elektrodynamik ist eine Kontinuumstheorie. Ladung ist dabei eine Art ,Fluid®.
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A.6 Elektromagnetische Dualitit

Betrachte die Maxwell-Gleichungen im Vakuum, d.h. p = 0, 7= 0. Dann gilt

(1) div E =0

(2) div B=0

(3) rot E = —0.4B
(4) rot B = 0,E

Vertauschen wir E — B , B — —E, so andert sich an den Maxwell-Gleichungen im Vakuum
nichts (Dualitdt). Warum existieren eigentlich keine magnetischen Ladungen?

Es folgt also, analog zu A.1, eine Kontinuitatsgleichung fiir die magnetische Ladung

A.7 Elektrodynamik in Materie

Elektrodynamik in Materie ist im Allgemeinen sehr kompliziert. Im einfachsten Fall ist die Wir-
kung

1. linear

2. isotrop

3. instantan

Dann existiert eine effektive Beschreibung mithilfe von nur zwei Konstanten. Als erstes benotigen
wir die Dieelektrizitdtskonstante e und die Permeabilitatskonstante u. Es gilt

D=c¢ E
B= w-H
im Vakuum (in diesem Fall e = p = 1) in Materie
div E = 47p div D = 4mp
divB =0 divB =0
rot E = — cté rot E = — Ctﬁ

o 4 i A4
rot B = +8ct£j rot H = +8ctD + ?]
C
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A.8 elektrostatisches Potenzial

Dabei bedeutet elektrostatisch, dass alle Zeitableitungen 0 sind. Fiir das elektrische Feld aus
Beobachter

mit positiver
Probeladung

Abbildung A.6: Elektrisches Feld

Abbildung A.6 gilt daher

= q -
E(r) = ﬁj# Er_m =1

=
S

Bei vielen felderzeugenden Ladungen berechnen wir einfach die Superposition

-
E(7) = Zqzqq
ral (R &

Da es sich bei der Elektrodynamik um eine Kontinuumstheorie handelt, gehen wir von ¢ zu p
iiber. Im Kontinuumslimes erhalten wir also

>
B = [ & o) T
-

|7 — 7|

Im folgenden wirke V auf r und V' auf r’. Es gilt

—7 1 1
-7

%l ﬁl

Eingesetzt in die Gleichung von oben erhalten wir

E(f) = / ' p(r’) - V’|F_ 7
- —/d?’r’p(?)v‘
Ve

—_——
=:¢(7)

—_

=

_f”|

Definition A.4. Das elektrostatische Potenzial ¢ ist gegeben durch

o(r) = / d*r’ p() - ‘7:'_17:7|'




A.8. ELEKTROSTATISCHES POTENZIAL 9

Fir die Elektrostatik gilt also rot E = —rot 5 = 0. Aus den Maxwell-Gleichungen erhalten wir
konsistenterweise rot £ = —9.,;B = 0.

Wag = q/B dS - E ~ Verschiebearbeit
=q- |A¢(FB) — ¢(74)| ~ Interpretation von ¢ als potentielle Energie
Aus
E(7) = =Vo(7)
und dem Gauk-Gesetz
divE = 4dtp
erhalten wir

—divVe = —A¢ = 4mp

Definition A.5 (Laplace-Operator).

A= divV = (5”818]

Satz A.6 (Poisson-Gleichung). Es gilt
A¢ = —47p

beziehungsweise im Vakuum

Ap =0

Wir berechnen nun A¢ an einem Ort # 0 im Feld einer Punktladung.

1
(1) = E Potenzial einer Punktladung 7
1
Ap= A~
,
1 0? 1
= ——|7r. -
r Or? r
——
=const
=0

Nun mo6chten wir A¢ bei der Punktladung berechnen. Wir erhalten

/'¥TA¢ A=divy /<Prmvv¢
1% 1%

s /ﬁ d§ - Vo
ov

sph. Sy;nmetrie / 7"2 dQ - ?
v 9r,
s
- — [ a0
v
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Die Gleichung
1

ﬁ

- —47ép |7 — 7|

kombiniert beide Félle. Dabei ist §p die Dirac-Funktion.

A.9 Dirac Jp-Funktion

Mochte man von der Ladungsdichte p(7) auf die Ladung im Volumen V schliefen, berechnet man

einfach
0= [ Ero)
A%

In die andere Richtung ist es nicht offensichtlich, hier gilt

p(7) = qdp (7 — )

wenn q bei 7 liegt.

1. Fiir das Potenzial gilt

™)
o(r) = /ng,pr p— 0.

Dann erhalten wir

A¢p = / d3r’A WI
S / d%/ o) - (7 — )
Es gilt [, d* o(7)0p(F— ) = ¢(7) und [ d*r' 6p (7 —

= —4mp(F)

Man kann sich die Dirac d-Funktion vorstellen als

S~—"
|
—

li

1 x?
m ceX —_— | .
020 v/2702 P 202

2. Fiir diskrete Ladungen gilt

=2 |Fiif’|
Ag(r) = Z GiA =
= Z qi(—4m)dp (7 — 75)

= —dmp(r)

= 4ibp(F — )

i
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A.10 Eigenschaften der Dirac ép-Funktion

1. Normierung [ co®dzdp(z) =1

2. Verschiebung [ dz ¢(z)dp(z — a) = ¢(a)
3. Skalierung [~ dzdp(az) = [ dydp(y)
+oo
4. Ableitung % da (x)0)(z — a) = ¢(z)dp(z — a) — [%, dz ¢ (#)dp(z — a) = ¢/ (a).

—0

A.11 Potenzielle Energie einer Ladungsverteilung

(1) Bei einer Ladung ¢; an der Stelle 7 erhalten wir das Potenzial ¢; = ‘leﬁll.

(2) Nun schieben wir eine Ladung ¢ aus dem Unendlichen an die Stelle 7. Dabei verrichten
wir eine Arbeit Wo = qo¢1 (7).

(3) Wir schieben eine dritte Ladung g3 an die Stelle 73 und verrichten die Arbeit W3 =
q3(91(7s) + ¢2(73)).

(n) Schlieflich schieben wir die Ladung ¢, an die Stelle 7, und verrichten die Arbeit W,, =
G iy i)

Als Gesamtenergie ergibt sich daher

N
Wges = Z Wy

N N
Doppelzéihlung 1 Z Z qidn
2 |7 — 7]

Aptmp 1 / &rAg- ¢
8T
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Es gilt die Produktregel ¢V¢ = ¢ div V¢ = div(¢pVe) — Vo - Vo
1 3. 1 1 3 2
= —— | &’r div(¢pVe) + — | d°r (V)
8w 8m
1 [ 0 |2
= — / d3r ’E’
87

= / d37‘ Wel

Definition A.7 (Energiedichte). Wir definieren die Energiedichte W, = 8%|E 2.
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