Lineare Algebra II: Ubungsblatt 8 Miriam Philipp, Dominik Daniel, Christian Merten

Aufgabe A28 A29 A30 A3l >

Punkte

Aufgabe 28. Seien R ein Ring, M und N zwei R-Moduln und f: M — N R-Modulhom. Beh.:
Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) f ist R-Mod.iso
(ii) Fir alle R-Moduln L ist die Abbildung
Hompg (L, M) — Hompg (L, N)
g—fog.
bijektiv.

Beweis. e (i = (ii): ¢ bezeichne die gegebene Abbildung. Sei f R-Mod.iso. und g1,92 €
Hompg(L, M) mit ¢(g1) = ¢(g2). Da f Iso. ex. ein f~!': N — M. Damit folgt

0(g1) =p(g2) = fogqi=fogs = flofogi=flofog = g =g

Also ¢ injektiv.
Sei nun h € Hompg(L, N) beliebig. Wihle g = f~! o h. Damit folgt

plg)=w(fToh)=fof oh=h.
Also ¢ surjektiv und damit bijektiv.

e (ii) = (i): Mit L = N folgt : Homg(N, M) — Hompg(N, N) bijektiv. Also ex. ¢~!. Definiere
h = ¢~ (idy). Damit folgt ¢(h) = f o h =idy.

Setze nun L = M. Dann folgt ¢: Homg(M, M) — Hompg (M, N) bijektiv. Es ist dann ¥ (idas) =
foidy = f. Damit folgt
Y(ho f)=fohof =f=1(idun).

Y

idy
Da ¢ injektiv, folgt ho f = idp.
Insgesamt folgt mit f~! := h, f bijektiv und damit Iso.

Aufgabe 29. (a) Beh.: Q®z Z/2Z = 0.

Beweis. Es ist nach VL:
Q®zZ/2Z = L/2Z ®7 Q = Q/(2Z)Q.

Aber (2Z)Q = Q, denn (2Z)Q C Q klar und Q C (2Z)Q, denn fiir g € Q ist g =2+ %q € (22)Q.
Also Q/(2Z)Q = 0. Damit folgt die Beh. O

(b) Beh.: 27 @y, Z/27 = 7./2.

Beweis. Es ist nach VL:
27 Ry 1./ 27 = Z2])27 ®z 27 = 27./(2227)
Es ist 2727 = (4) = AZ also 27Z/(2Z27Z) = 27./AZ. Weiter ist Z/27 = 27./47Z, denn

#{2Z/AT} = #{...,0+ 47,2+ 42,404;44;, L) =2=#{z/27)}.
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(c) Beh.: 2®1=01in Z ®z Z/2Z, aber 2® 1 # 0 in 2Z ®z Z/2Z.

Beweis. Esist Z®zZ/22521=(2-1)@1=1®(12-1)=110=0.

Definiere 3: 2ZQZ /27 — Z/2Z, (a,b) — %b. 3 ist wohldefiniert, da Va € 2Z ist € Z. AuRerdem
B bilinear. Wende (UT) auf Z/2Z und § an. Erhalte einen Z-Mod.hom f: 2Z ®z Z/27 — 7./27
mit for =f. Ang.: 2Z ®47/27 > 2 ® 1 = 0. Dann folgt

Fr@D) = feel) =f0)=0£T=52T) %
Also 2Z ®7 Z/27. 52 ® 1 # 0. O

Aufgabe 30. Sei R ein Ring, I C R Ideal und M R-Modul.

(a) Beh.: Es gibt einen eindeutigen surjektiven R-Mod.hom. f: I @ g M — IM mit f(a®m) = am
firaeI,me M.

Beweis. Definiere 5: I x M — IM, (a,m) — am. (8 bilinear. Mit (UT) angewendet auf IM
und 3, existiert genau ein R-Mod.hom. f: I @ g M — IM mit for = . Damit folgt fiir a € I,
m € M:

fla®@m) = f(r(a,m)) = B(a,m) = am.

Sei nun m € I'M beliebig. Dann ex. a; € I, m; € M mit

m = i a;m;
i=1
= ) flaom)
i=1

f R—é{om‘ f (Z a; ® mi)
i=1

=£€I®rM

= f(&.
Also f surjektiv. O

(b) Beh.: f aus Teil (a) ist i.A. nicht injektiv.
Beweis. Mit R =7, I = 2Z und M = Z/27Z folgt
F:2Z 5 Z)27 — 22 (Z)2Z) = 0,

aber mit 29(b) ist 27 ®y, Z/27 = 7./27 # 0. Damit ist f nicht injektiv. O

Aufgabe 31. Sei K Kp, V e.d. K-VR. und f,g9 € Endg (V). Seien A € K EW von f und p € K EW
von g.

(a) Beh.: Fir v,w e V\ {0} gilt v@w #0in Vg V.

Beweis. Seien v,w € V' \ {0}. Da V VR. und v # 0 # w, ergénze v zu Basis (v;);c; und w zu
Basis (w;)ier mit v = v; und w = wy. Dann definiere

B:VxV =K
(z,y) = (Z Vs, Zﬂi%) = Zai : Zﬁzw
icl iel iel il
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Da (v;)ier und (w;);cr Basen, sind die Darstellungen eindeutig und damit S wohldefiniert.
Aufserdem g bilinear, denn Vz,y,z € V und A € K gilt

BAx +y,z) =5 (Z()\Oéi + Bi)vi, Z’Y@wi)

i€l i€l

=Y Aai+8)- > v

icl iel
=AD i) vt ) Bi) v
i€l el i€l el
= MB(z, z) + By, 2).
Fiir zweites Argument analog. Weiter ist v =1-v; und w = 1wy, also S(v,w) =1-1=1#0.

Mit (UT) angewendet auf 8 und K, existiert ein R-Mod.hom. f: V ®x V — K. mit for = f.
Ang.: v®@w = 0. Dann ist f(7(vQw)) = f(v@w) = f(0) =0# 1= B(v,w). Alsovew £0. O

(b) Beh.: Ay ist EW von f ® g € Endg(V @k V).

Beweis. Sei v EV von f beziigl. A und w EV von g beziigl. u. Dann gilt

(f@g)lvew) = f(v)®g(w)
=\ ® pw
= Au(v @ w).

Da v,w EV sind v # 0 # w, also wegen (a) auch v ® w # 0 und damit EV von f ® g zu Au. Also
insbes. Ay EW von f ® g. O

(c) Beh.: A+ p ist EW von f @ idy +idy ® g € Endg(V @x V).

Beweis. Sei v EV von f beziigl. A und w EV von g beziigl. u. Dann gilt

(feidy +idy @ g)(v@w) = (f ®idy)(v @ w) + (idy ® g)(v @ w)
= f(v) @ idy (w) +idv (v) ® g(w)
=R w+v® puw
=+ p)vew).

Da v, w EV sind v # 0 # w, also wegen (a) auch v ® w # 0 und damit EV von f®idy +idy ® ¢
zu A + p. Also insbes. A+ p EW von f ®idy +idy ® g. O



