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Aufgabe A32 A33 A34 A35 >

Punkte

Aufgabe 32. (a) Beh.: v/2 ist EW von A und v/3 ist EW von B.

Beweis. Es ist Y9 = 2 — 2. Damit folgt x5 (v/2) = 0.

Weiter ist " = 2 — 3. Damit folgt x$*"(v/3) = 0. O
(b) Beh.:
0 3 2 0
1 0 0 2
C= 1 0 0 3
01 10

Beweis. Es ist mit Kroneckerprodukt

0 2 0
0 2 1 0 0 2
A®E2_(1 0>®<0 1)‘ 1o
0 1
1o O
Ey® B =
0 0 3
1 0
Mit C = A® E5 + E; ® B folgt die Behauptung. O

(c) Beh.: & =4 —10t2 + 1 und x4 (v/2 4+ /3) = 0.

Beweis.

char -
=det(tky — C) = =
Xc et(tEy ) .

-1 0 t -3 0 —t t -1
0 -1 -1 ¢ 0 -1 -1 t
+ —t
J + t
—34+3t2 —2-2t2 -2t
—3+3t2 —2-2t2 -
= 0 0 -1| = ) , | =1—106%+1%
—1-t2 —14t

—1—t2 =1+t t
Betrachte F'(A) € Endg(R?) und F(B) € Endg(R?). Dann ist /2 EW von F(A) und v/3 EW
von F(B). Damit folgt mit 31(c): v/2+ /3 EW von F(A) ®id +id ® F(B) € Endg(R? @z R?).
Es gilt F(A) ®id+id @ F(B) = F(C). Damit folgt x&*(v2+v3) = x5, (V2+V3) =0. O

Aufgabe 33. (a) Seien f1,..., f, € V*. Beh.: Es ex. eine eindeutige lineare Abb. ¢, f : VO —

K mit

O (1@ @) = flx1) ... fulzn) VZ1, ..., Ty € V.
Beweis. Definiere p: V" — K, (x1,...,2,) — fi(z1) - ...« fu(zn). p ist n-fach multilinear,
da f1,..., fn linear und p Produkt von linearen Abbildungen. Die Behauptung folgt mit (UM)
angewendet auf p. O

(b) Beh.: Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung ®,,: (V*)®" — (VE™)* mit

(I)n(f1®®fn):<pf1fn Vf17"'vfnev*~
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Beweis. Definiere pu: (V*)™ — (VE™)* (f1,..., fn) = ©5
V gilt

f,.- pmultilinear, denn Vzq,...,z, €

.....

p(fr +Ag1, fas oo fu) (@1 @ @ Tn) = Q14 2g1) farnfn (T1 R .. @ Tp)
= (fi +Ag1)(x1) - fa(@2) .. - ful@n)
= fi(@1) oo fuln) FAg1(21) - fa(@2) oo fulan)
=0h, (1@ Q%) F APy fo, fa (T1 Q. @ Ty)
= p(fr, -y fn) + (g1, f2, -, f)-

Damit stimmt u(f1 + Ag2, fo, ..., fn) mit pu(f1,..., fa) + (g1, f2, .., fn) auf den Erzeugern
von V@" {iberein, d.h. auf ganz V®", also folgt

N(fl +)‘927f27"'7fn) :/’I/(f17)fn) +)\:u(glaf27"'7fn)'

Analog fiir die anderen Argumente.

Die Behauptung folgt jetzt wieder mit (UM) angewendet auf u. O
(c) Beh.: Fiir n =2 und V e.d. ist @5 ein Iso.

Beweis. Da V e.d. folgt dim V = dim V*. Sei k = dim V = dim V*. Dann gilt nach VL:
VekVEKog KM=V @k V*.

Damit g.z.z., dass @ injektiv ist. Sei (v;);er Basis von V und (v});er die dazu duale Basis von
V*. Dann ist nach VL (v} ®v7)(; jyerz Basis von V* @ V*. Sei nun f € V*@V* mit ®3(f) = 0.
Dann gilt

() =D2 | D (v @)

(i.5)er?

= Y (v @)
(3,5)€I?

- § Q4 (Pv;‘,v;f

(i,4)€I?

Damit folgt Vx,y € V

0= Y ayvi(x) v}(y).

(i,)er?

Sei nun (k,1) € I? beliebig. Dann setze x = vy, y = v;. Damit folgt

Z aijv;‘(vk)v;f(vl) = Z ;01051 = agg = 0.
(i,5)€I? (i,)€I?
Also ag = 0 Y(k,1) € I2. Damit ist f = 0 und ®, injektiv. O
Aufgabe 34. (a) Seien m € N und (z1,...,z,) ES. von M. Beh.: Fiir n € N mit n < m ist die
Familie
(Tiy Ao A iy )1<is<..<in<m

ein ES. von \" M.

Beweis. Da \" M von Elementen der Form y; A ... Ay, erzeugt wird fiir y1,...,y, € M, g.z.z.,

dass diese Elemente von der angegebenen Familie erzeugt werden. Dazu seien yq,...,y, € M
beliebig. Da (x1,...,2,) ES von M, ex. (ai;);2; s.d. Vi=1,...,n

m
Yi = E Qi Ty
J=1
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Damit folgt

m m
YA NYp = E Oéljl‘j/\.../\é QX5
j=1 j=1
=11 N ... NQp1T1 + @22 A1 1 N oo . AN Q121+ ... + A1nTm N oo o A QT -

Streichen der Nullterme (Summanden mit gleichen Faktoren im Sinne von A) und Sortierung
der z; innerhalb der Summanden durch mehrfache Anwendung der Antisymmetrie zeigt die
Behauptung. O

(b) Sei nun R = Z[y/=5] und I = (2,14 v/—5) C R. Beh.: A>T = 0.

Beweis. Da {2,1+ +/—5} ES von I als R-Modul ist, folgt mit (a), dass 2 A (1 + +/—5) bereits T
erzeugt. Es geniigt also z.z., dass 2 A (1+/=5) = 0 in A*I. Es gilt

3-2A(1+V=5)=6A(1+V-5)=1-V=5)[1+V=-5)A(1l+V-5)]=0
2-2AN(1+V=5)=(1++vV=5)-(2A2)=0
Damit folgt

2A(14+V=5)=3-2A1+V=5)—-2-(2A1++=5) =0.

O
Aufgabe 35. (a) Beh.: Es gibt einen eindeutigen R-Mod.hom. f: A* M — M ®x M mit
flanbd)=a®b-b®a.
Beweis. Definiere ¢: M? — M @r M, (a,b) = a @b — b® a. ¢ ist alternierend, denn:
e ¢ bilinear:
pla+ Ab,c) =(a+ Mb)@ c—c® (a+ A\b)
=a®c+Ab®c)—c®a—Ac®b)
=a®c—ca+Ab®c—c®Db)
= 90(0'7 C) + A(ba C)'
Analog fiir zweites Argument.
e p(a,a)=a®a—a®a=0V%Yae M.
Damit folgt die Behauptung mit (UA) angewendet auf (. O

(b) Beh.: Sei M endlich erzeugt und frei. Dann ist die Abbildung f aus (a) injektiv.

Beweis. Sei (x1,...,2z,,) Basis von M. Definiere I := {1,...,m}. Dann ist nach VL (z; ®
T5) i j)er> Basis von M @ M. Sei z € A° M mit f(z) = 0. Dann ex. mit 34(a) ein (ij)ih—q €
RO mit aj; = 0 fiir ¢ > j und
Tr = Z Otij(l’i/\l'j).
(6,5)€1?,5>i
Damit folgt
0 = f(x)

= LY aylwing)
(3,9)€12,5>1
== Z ozijf(mi A J?j)
(i,5)€12,5>1
= Y. ayl@er —z;0)
(i,5)€12,5>1
QT —x;@x;=0
TIOTIT LT Z aij(xi®wj—xj®mi)
(i,4)€I?,5>i
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Setze aj; = —ayj fiir 7 > 4. Damit folgt
0 = Y il @) + ez © @)
INISEN P
= Z Oéij(l‘i X xj)
(i,5)€I?

Da (z; ® x;)(;,j)er Basis von M ®p M, insbes. Lu., d.h. a;; = 0 V(é,5) € I%. Also z = 0 und f
injektiv. O



