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Endlich étale Morphismen, Vortrag 9

Sei A ein (kommutativer) Ring.

Erinnerung 1. Endlich (treu-)projektiv ist stabil unter Basiswechsel und Komposition. Insbe-
sondere kommutiert fiir A — B endlich projektiv und A — C' Ringhomomorphismus das folgende
Diagramm:

SpecC ———  Spec A

[B®Am AA]
Z .

Ubung 2. Sei B endliche, projektive A-Algebra. Dann ist

(a) B=0 < [B: A]=0.

(b) A — B Isomorphismus <= [B: A] = 1.

(c) Spec B — Spec A surjektiv <= B treuprojektive A-Algebra.

Definition 3 (Zariskiiiberdeckung). Wir nennen Elemente {f;}icr C A eine Zariskiiberdeckung
von A, wenn Spec A = J;c; D(fi).

Satz 4 (Aquivalente Charakterisierungen von endlich étale). Sei A — B ein Ringhomomorphis-
mus. Dann sind dquivalent

(i) A — B endlich étale, das heifit endlich, flach und unverzweigt.
(ii) A — B endlich, projektiv und separabel.

(iii) Es existiert eine Zariskitberdeckung {f;}ier von A, sodass Ay, — By, endlich étale ist fiir
alle v € 1.

w) Es existiert eine Zariskitiberdeckung {f;}icr von A, sodass Ay — By endlich frei und
fi fi
separabel ist fiir alle i € I.

Satz 5. Endlich étale ist stabil unter Basiswechsel und Komposition.

Ubung 6. Sei A ein Ring und (Bi)icr A-Algebren mit I endlich. Sei weiter B = [[,c; B;. Dann
ist B genau dann endlich étale, wenn jedes B; endlich étale ist. In diesem Fall gilt [B : A] =

ZieI[Bi Al
Ubung 7. Seien (A;)icr, (Bi)icr Ringe mit I endlich und sei B; endlich étale A;-Algebra fiir alle
i € I. Dann ist [[,c; B; endlich étale [],c; Ai-Algebra. Auferdem ist jede endlich étale [[;c; A

Algebra von dieser Form. Weiter ist

[ I 4
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‘SpecA]- - [B] : A]]

Definition 8 (Total zerlegbare Algebren). Eine A-Algebra B ist total zerlegbar, wenn A ein

endliches Produkt von Ringen A, ist mit n > 0 und B isomorph ist zu [[,~, An, sodass

n’

B —— ano An

[

A" [[.50A4n

kommutiert.
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Theorem 9. Sei B eine A-Algebra. Dann ist A — B genau dann endlich étale, wenn eine
treuprojektive A-Algebra C ezistiert, sodass C' — B ® 4 C total zerlegbar ist.

Definition 10. Sei E eine endliche Menge. Dann sei AF = [l.cg A Fiir eine Abbildung end-
licher Mengen ¢: D — E bezeichne mit ¢: AF — AP den von AF — A, (ae)ecE — agay fir
d € D induzierten A-Algebrahomomorphismus. Ein solches qAS 1st endlich étale.

Lemma 11. Seien A, B,C Ringe und f: A — B, g: A — C total zerlegbar und h: C — B
ein Ringhomomorphismus mit f = hg. Sei weiter p € Spec A. Dann existiert ein a € A, sodass
a & pund f,g und h trivial iber D(a) sind. Das heifit es existieren endliche Mengen D und E
und Isomorphismen a: AP — B, und 8: AF — C, und eine Abbildung ¢: D — E, sodass das
Diagramm

B, i Ca
\ 8

f AD 2 pE g

A, . A,

kommutiert.

Satz 12. Seien f: A — B und g: A — C endlich étale Ringhomomorphismen und h: C — B
ein Ringhomomorphismus mat f = hg. Dann ist h endlich étale.



