1 FOLGEN UND REIHEN

1 Folgen und Reihen

1.1 Folgen

Eine Zahlenfolge ist eine Abbildung von N nach R, d.h. n +— a, € R.

Teilfolge: (an, )ken von (an)nen wobei (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen, weile streng monoton
wichst, d.h. n; <ng <.... bzaw. ny < ng1Vk € N

Beispiel 1. (—1)" hat zwei Teilfolgen: (—1)?" = 1 und (—1)?"*! = —1.

Definition 1 (Konvergenz, Beschrénktheit, Monotonie von Folgen). 1. Eine Folge (a,,)nen €
R heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt mit |a,| < C.

Sie heift nach oben (bzw. unten) beschrankt falls 3C € R, s.d. a,, < C(bzw. a,, > C)Vn € N
2. (ap)nen heilt monoton wachsend (fallend), wenn a,, < ap+1 (an > ant1) Vn € N
3. (an)nen heillt konvergent gegen a € R, wenn Ve > 03n, € N, s.d.

la, —al <€  Yn>n..

4. (an)nen heift divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Bemerkung 1. 1. Eine Folge (a,)nen konvergiert gegen a € R falls in jeder e-Umgebung Ja —
€,a + €] fast alle Folgenelemente liegen.

2. In Def. kann auch < e und statt € kann man % fiir beliebig grofe N € N schreiben.

Satz 1. Eine Folge (an)neny € R ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchy-Folge ist, d.h.
Ve >0 3dn. €N, sd. Yn,m > negilt: |a, — an| < e

Satz 2 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (ay,)nen eine Folge in R und a,a’ € R mit lim, o a, = a
und lim,,_, a,, = a’, dann gilt a = a'.

Beweis. Angenommen a # o’. Definiere € := @ > 0.
Dann 3ny,n2 € N mit |a, —a] <e VYn>ng und |a, —a'| <e Vn > nq.

Dann Vn > max{ni,ns} gilt:

la —d|=la—an+a, —d|<|a—ay|+|a, —d| <e+e=la—d|
= |a —d'| < |a—d|. Widerspruch = a =d’ O
Satz 3. Konvergente Folgen sind beschrankt.
Beweis. Sei (ap)nen mit a, — a,n — 00, a € R.
Wihle € = 1. Dann In, € N mit |a, —a] <1 Vn >n..
Dann gilt Vn > n.:
lan| = lan —a+a| < |an, —a| +|a| <1+ |al.
= |a,| < (k max |ak|> +la]+1 ¥YneN.
=1,...,n,
O
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Satz 4 (Konvergenz und Nullfolgen). Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null konvergiert.
Sei (an)nen Folge mit lim,, o an, = a.

Dann sind dquivalent:

1. a, > a,n— o0

2. (an—a)—0

3. lan —al =0

Beweis. durch Behauptung. O

Satz 5 (Konvergenz von Teilfolgen). Teilfolgen einer gegen a € R konvergierenden Folge konver-
gieren ebenfalls gegen a € R.

Beweis. trivial. O

Satz 6 (Einschlieffungskriterium (Sandwich)). Seien (ap)nen, (bn)nen, (¢n)nen Folgen
mit lim,, . a, = a, lim,_., b, = b und lim,,_., ¢, = c.

1. Fallsa, <c¢, YneN — a<ec.

2. Fallsa=cunda, <b,<c¢, YneEN — b=a — lim, o0 b, = a

Beweis. Sei € > 0.

1. 3nc € Nmit |a, —a| < §und [¢, —¢| < § Vn > n..

Dann:a —c<a—(an —cp) —c<|a—an|+|ch —c| <5+ 5 =€ Yn>n.
= Ve>0gilta—c<e = a—c<0

2. 3n. € Nmit |a, —a| <eund |¢, —a|] <€ VYn>n,
Dann gilt Vn > n, und wegen |a,| < |b,| < |enl:

—e< —|ap—a|<ap,—a<b,—a<ch,—a<lc,—al<e.

= —e<b,—a<e = |b,—a|]<e Yn>n,
= lim, , b, =a

Satz 7 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Seien (ay,)nen, (bn)nen mit lim, o a, = @ und
lim;,_, o b, = b. Dann gilt:

—_

Cimy o0 |an| = al
2. limy oo (Aan + pby) =Xa+pb YA, peR

3. lim,,— oo anb, = ab

N

. Falls b # 0, gilt b,, # 0 fiir fast alle n € N und lim,, ‘;—: = 2.

5. Fallsa, >0 VneN — a>0und (an)% %a%,n%oo.

Beweis. durch Zuriickblattern. O
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Satz 8 (monoton + beschrinkt = konvergent). Eine monoton wachsende (fallende) nach
oben (unten) beschrinkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum:

sup a, := sup{a,|n € N} = min{c € R|a,, < c}.
neN

bzw. ihr Infimum:
inf&an = inf{a, | n € N} = max{c € R| a, > c}.
ne




