Heute: Langstes deutsches Wort!

Hntervallschachtelungseigenschaft hat ganze 33 Buchstaben” meint Kostina.

Fortsetzung des Beweises vom letzten Mal. Ab jetzt: n statt k.
Zu zeigen: Es existiert eine Wurzel fiir 0 < a < 1.

Definiere Menge M :={y e R0 < y < 1,y"™ < a}
M # ), weil %a € M. M ist auch beschrinkt, untere Schranke 0, obere Schranke 1.

Da R vollstindig = 3 sup M =: x.

Zu zeigen: " = a Annahme: 2" < a. Wegen (z + 1) ¢ M gilt (x 4+ 1)™ > a. Konstruiere:

k=1
<z"+T Y <n>x”k
k=1 k
=z"+7((z+1)" —2a")

—
(z+7)"<a = (v+71)€ M.

und damit:
r+7T>2 Widerspruch zu z = sup M.

(folgt aus der binomischen Formel: (z +1)" = >"7_ (7)™~ %)

Annahme: 2" > a

ke
nx™ x

Nach der Ungleichung von Bernoulli gilt fiir 7 := £ =2, (0 < 7 < £=2 < 1) Damit:

(€ — r2)" = 2"(1 — 7) f 2(1 — nr)
=" (1— xq};“) = a.

Yyt <a < (x—T)".

= Fiir y € M gilt:

=

— x—T17x—y>0
— y<zx—7T1r<x = x—Tr <z eine obere Schranke von M. Widerspruch zu = = sup M

(Formel: ™ — b™ = (a — b) Zz;é an—1=kpk)
Bemerkung 1 (Ungleichung von Bernoulli). Sei z > —1, dann gilt:

(1+2)" > 1+ nz,Vn.

Definition 1 (Allgemeine rationale Potenzen). a?, ¢ = = € Q,a > 0,a € R wird definiert durch

a® =a* = (va)".



0.1 Maéchtigkeit von Q und R

L

Bemerkung 2. o Regeln fiir das Rechnen mit Wurzeln

e Fiir ¢ € Ry wird unter /a immer die positive k-te Wurzel verstanden.
= Aussage Va2 = a ist falsch.
Korrekt: Va2 = |al

Die Gleichung 2% = a hat zwei Losungen: z1 = v/a, 2o = —/a

Bemerkung 3 (Reelle Potenzen). a € Ry, r € R,a” - ?

H(q’ﬂ)nEN — Ty (n S Q, damit:
a" = lim af.
n—oo

Noch zu {iberpriifen: ob der Grenzwert existiert und eindeutig ist

Beispiel 1. v/2,(q,) = {1.4,1.41,1.414,...}

a¥? = lim Un, a1 = a4 ay = at ...
n—oo
Analog iiber Intervallschachtelung:

I = [1.4;1.5]

I, = [1.41;1.42]

I3 = [1.414;1.415]

In = [rn, sn)
(o)

a?= T,

n=1

Alternative Definition iiber exp und In
a" =exp(rina).

und Reihenentwicklung:

oder

0.1 Michtigkeit von Q und R

Definition 2 (Méichtigkeit). Die Méchtigkeit einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente.

Eine Menge ist ,unendlich”, wenn eine bijektive Abbildung f : A — Echte Teilmenge von A
existiert. Dann |A| = oco.

Eine unendliche Menge, deren Elemente mit Hilfe der natiirlichen Zahlen durchnummeriert wer-
den kann, heifst ,abzdhlbar (unendlich)”, sonst ,jiiberabzéhlbar”.

Abzihlbarkeit heifst: Es existiert eine bijektive Abbildung f: N — A.

Beispiel 2. o A={aj1,az2,a3} dann |A| =3
e N, @, R sind unendliche Mengen

Satz 1 (Abzdhlbarkeit). Z und Q sind abzihlbar, R ist iiberabz&hlbar.

Z Abzihlbar. Z ist abzihlbar, weil {z, | n € N} mit z, = in fiir n gerade und z, = (1 — n) fiir n
ungerade ist eine Abzdhlung von Z. O



0.2 Die Komplexen Zahlen C

Q Abzihlbar. Argumentation nach Cantor
peQ,q=

Y

ut|=

=

W=

o[

Hier werden Punkte ausgelassen, fiir die n und n nicht teilerfremd sind. Die Gitterpunkte werden

durchnummeriert = {z, |n € N} ={1,2,3,£,3,...}.

R ist dberabzdhlbar. Wir zeigen, dass [0, 1) nicht abzdhlbar ist.

Angenommen: [0,1) ist abz&hlbar, dann sei {z,, | n € N} eine Abzahlung, z.B.:

z1 = 0,dy1di2dr3 . ..
29 = 0,da1dgados . . .

Dann Zahl y := 0, dyd2ds3, . . . mit
P 2 fallsd,, =1
"1 falls dy, # 1

liegt in [0,1), d; # 9Vi, aber y & {z, | n € N}, denn falls y = z;, fiir ein k —
Yy =0,dg1,dr2,dis, - -, dickes - - - -

aber dj # di, nach Konstruktion.

0.2 Die Komplexen Zahlen C
C:=RxR={z=(z,y) | z,y € R}
Addition in C: z; = (z1,11) € C, 22 = (22,y2) € C:
21+ 22 = (21 + 22, Y1 + Y2)-

Multiplikation in C :
21 - 22 = (2102 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

O



0.2 Die Komplexen Zahlen C

Satz 2 (C ist ein Korper). Korperaxiome gelten (nachrechnen!)

Nullelement 0 := (0, 0)
Einselement 1 := (1,0)
Imaginére Einheit i := (0,1) mit 2> = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1
Inverse der Addition —z := (—z, —y)
Inverse der Multiplikation 27! := ( L — )
+y2

r24y? ’ T

Schreibweise / Normaldarstellung
z = (r,y) oder z = z + iy mit i? = —1.

Bemerkung 4 (Rechnen in C).

(z1 4 iy1) (22 + iy2) = 2122 + 2Y1y2 + Y172 + iT1Y2 = (T172 — Y1y2) + i(T21 + T1Y2).

Definition 3. Fiir z = (z,y) = « + iy € C heifit

x = Re(z) Realteil von z
y = Im(z) Imaginérteil von z

|z| := \/2? 4+ y? Betrag von z

Z:=x — iy = (x,—y) zu z konjugierte komplexe Zahl

Y

Re(z) = |2] cos()
m(2) = |2 sin()
= 2z =r(cosy +isinp) = re! mit r = |z|.




