Ubungsblatt Nr. 10 Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >
Punkte
Aufgabe 1.
0 6 -2 -1 2 1 0 0 O 2
-1 -1 0 -1 11 N 0O 1 0 0 -1
-2 3 -1 -2 15 0 01 0 2
1 0 0 1 —-10 00 0 1 —12
2
Rg(A) = Rg(Alp) =4 wnd L={ | 7!
12
2 21 2 4 1 0 0 -1 0
1 01 1 4 N 01 0 1 O
1 11 2 4 0 01 2 4
2 1 1 1 4 000 0 O
0 0 -1
. . 0 . 0 . 1
Rg(A) = Rg(A|b) = 3 spezielle Losung e damit folgt L = At Lin 9
0 0 —1
1 01 1 1 1 0 0 -1 1
2 2 1 2 2 N 0o 1 0 1 2
111 2 3 0 01 2 0
2 1 1 1 4 0 0 0 0 1

Rg(4) = 3 # 4= Rg(Alp) = L={}

Aufgabe 2. (a) Beh.: 22 + 1 und 22 4+ x + 1 sind teilerfremd.

Beweis. Fiihre den euklidischen Algorithmus mit f; := 22+ +1 und f5 := 2?41 aus. So erhalten
wir

fi=1fa+ =z

=:f3
fa=z-fs3+ 1
=:fa
fs=a" fa
Damit erhalten wir direkt ggT(f1, fo) = fa =1 = f1, f2 teilerfremd. O

(b) Beh.: Fiirp:=1+axund ¢:= -z gilt p- (2> + 1) +¢q- (22 +2+1) = 1.
Beweis. Steige den euklidischen Algorithmus aus (a) auf.
l=fai=fo—z- fy=fa—z(fi — f2)
=fo—z-fitz-fo

Z(:’Jf/)'f1+(1+z
=q =p

) - fa.

(c) Sei f € K[z] ein Polynom.
Beh.: fK[z] :={fg | g € K[z]} ist Untervektorraum von K|z
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Beweis. Seien g1,92 € fK[z] und A € K bel. Dann ex. Polynome hy,he € K[z] mit g1 = hy - f
und gs = ho - f. Damit folgt
Ag1 + g2 = Afhy + fha = f(Ah + h).
———

€K|x]

= Ag1+ g2 € fK]|z].
Auferdem 0- f =0 € fK|x]. O

Beh.: dim K[z]/fK][x] = |deg(f)].

Beweis. Fiir f = 0 folgt fK[z] = {0} und wegen K|[x] = K[x]/{0}, folgt direkt dim K[z] = oo =
| — oof = deg(f)-
Fir f # 0 definiere n := deg(f) > 0.

Zz.: Die auf K[z]<y eingeschriinkte kanonische Projektion p|,_ ~— Klz]/fK[z] ist Isomor-
phismus.

p: Klz] = Klz]/ fK[z] ist linear nach VL, damit auch p|x,,

o
Sei nun h € Klx]<, mit p(h) = 0 = fK[z]. Dann ex. g € KJz], s.d. h = fg. Angenommen:
h#0 = g# 0A f # 0. Damit folgt

deg(h) = deg(f) + deg(g) = n + deg(g).
Wegen deg(g) > 0 folgt damit deg(h) > n. = h ¢ K|x]<,. Widerspruch.
= ker p|K[x]<n = {0}.

Sei nun A € K[z]/fK|[z]. Dann ex. ein g € K[z] mit A = g+ fK[z]. Teile nun g durch f mit
Rest. Dann ex. ¢,r € K[z], s.d.

g=q-f+r
= g—r= qf
~—
€fK|[z]
= g~

Dabei gilt nach VL deg(r) < deg(f) =n = r € K[z]<n.
r~g

== p‘K[m]@ (r)=r+ fK[z] =" g+ fK[z] = A.

Damit ist p| Klz)en bijektiv und damit Isomorphismus, da K[z].,, endlich dimensional folgt direkt

dim K[z]/fK|z] = dim K[z]<, =n = |deg(f)|.

O
Aufgabe 3. Sei A € M, ,,(K) und ) € K.
(a) Beh.: det(AA) = A"det(A)
Beweis.
det(AA) = det(E1(\) ... - E () - A)
=det(E1(A\)) - ... det(E,(N)) - det(A)
= \"det(A).
O
(b) Beh.: Ist K =R, n =3 und A = —A*, dann ist A nicht invertierbar.
Beweis. Mit A = (a;;) und A = —A" folgt fiir i = j : a;; = —a;. Mit char(R) = 0 folgt a;; = 0.
Fiir ¢ # j: folgt a := a12 = —as1, b := as3 = —aze und ¢ := ay3 = —agz;. Damit folgt direkt
0 a c
det(A)=|—-a 0 b =0.
—c —b 0
—> A nicht invertierbar. O
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1)\ . . . . .
(c) Ja. (01 0> ist antisymmetrisch, aber wegen = 1 invertierbar.

0 1
-1 0

(d) Ja. mit K = Z/27Z gilt fiir A :=

o O R
[ N}
= O

Aber det(A) =1-1-1=1#0.
Aufgabe 4. (a) Beh.: det(4) = (z + (n — 1)y)(x —y)"~*
Beuweis.
+ 1
{
+ 1
{
+ 1
+ 1
r Yy y Y J*l -1 4-1 T Yy Y Yy
y Ty Y + y—r T —Yy 0 0
Yy oy x y + Sly—= 0 r—y 0
Yy oy y T y—x 0 0 zT—y
r+mn—1y y y
0 r—y 0 Y
0 0 rT—y ... Y
- : : : : | =ty (z -y
0 0 0 T —y

(b) Beh.: det(B) = (2% — y*)"

Beweis. durch vollstiandige Induktion
r oy
y
I.S.: n — 1 — n. Die Beh. gelte bereits fiir bel. n —1 € N.

ILA:n=1:By = =$2—y2:($2—92)1

Entwicklung der Determinante nach der ersten Spalte. Im folgenden bezeichnen b;; Komponenten
der Matrix B,,.

B,, ist von der Form:

z 0 0 O Y
0 z 0 O 0
0 0 =z y 0
0 0 vy «x 0
y 0 0 0 ... =z

Das heifit b11 = x, b(2,)1 = y und sonst b;; = 0. Damit folgt (hier ist B = B,,):
n . .
|Bn| = Z(—l)lJrja,ijdet(Bij)
i=1

=x-det(B11) —y- det(B(zn)l)'
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Fiir B11 € M(25,—1)x (2n—1)(K) bzw. B(apy1 € M(2n—1)x (2n—1)(K) entwickle nach der letzten Spalte
J = 2n—1. Hier ist jeweils nur in einer Zeile ein Eintrag ungleich Null: b(2,)(2n) = ® bzw. by(2,) = ¥.

Die Matrizen Bi1,,_y),_1)> B@n)1o,_1) € My (n—1)x2(n—1)(K) sind identisch und gleich B, ;.
Damit folgt:
|Bll| = (_1)2n71+2n71m ’ det(Bll(anl)(anl))
=z -det(B,_1)
1.V. ne
=Y x(xQ _ y2) 1
[Bany1| = (=1)"" 1y - det(B(an)

=y -det(Bp—_1)

I.V.
= y(x

11(271—1))
22yt
Damit folgt direkt:

|Bn| =z -2(2® — )" -y y@® —y?)" = (2% =) (@ —y?)" T = (2 - )"



