Lineare Algebra I: Ubungsblatt 8 Christian Merten, Mert Biyikli

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. (a) Beh.: w ist eine Basis von W = K[X]<3
Beweis. Zz.: w ist linear unabhingig
Seien a, b, c,d € K mit
aXO (X0 + X 4o X - X2+ X3 Hd(XP 4+ XY =0
= X%a+b+d)+ X' (b+c)+X*(—c)+ X*(c+d)=0.
Wegen v linear unabhéngig, folgt:
c=0=d=0 = b=0 = a=0.
Zz.: w ist Erzeugendensystem

Sei v € K[X]<3 beliebig, dann ex. a,b,c,d € K wegen v Basis s.d. v = aX? + bX' + cX? + dX3.
Wiahle nun a:=a—-b—2c—d,B:=b+c¢,v:= —c,d := c+ d. Damit folgt direkt:

v=aX"+B(X?+ ")+ (X' - X*+ X?) +6(X*+ X°)
=aX?+bX" +cX?+dX>.
— w ist Basis O
(b) Seien ¢,: K* — K[X]<3 und ¢, : K* — K[X]<3 die kanonischen Isomorphismen.
(i)

20)=A:=

v

o o oo
oS oo
(el el i)
o w o o

Beweis. Zu zeigen.: Fy(A) = 0.
Zu iiberpriifen fiir die vier Basisvektoren von K[X]<3 aus v.
Fi(A) = ¢Eo F4)4(A) o (ﬁ;l
i o = X, ¢;1(X°) = (1,0,0,0)

01 0 O 1 0
0020 ol o
0 0 0 3 0] |0
0 0 0 O 0 0
= ¢,(0,0,0,0) =0 = 9(Xp)
il. vg = X17 (bg_l(Xl) = (0717070)
01 0 0 0 1
0020 1] |o
0 0 0 3 0] |0
0 0 0O 0 0
= ¢,(1,0,0,0) = X0 =09(Xy)
i, v3 = Xo, ¢, ' (X?) = (0,0,1,0)
01 00 0 0
0020 ol |2
0O 0 0 3 11 |0
0 0 0O 0 0

= $,(0,2,0,0) = 2X"' = 9(X2)
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iv. vy = X3, ¢, (X?) = (0,0,0,1)

01 00 0 0

0 0 20 0] |0

0 0 0 3 o |3

0 0 0O 1 0

— $,(0,0,3,0) = 3X2% = 9(X3)
= F/(A) =0 O
(i)
1 -1 -2 -1
wir v . o1 1 0
Mi(ZdW) = A = 0 0 1 0

0 0 1 1

Beweis. Zu zeigen.: Fg(A) = id
Zu iiberpriifen fiir die vier Basisvektoren von K[X]<3 aus v.

F(A) = ¢u o Fia(A) ooy
i.v = XO, (bg_l(XO) _ (1,070’0)

1 -1 -2 -1 1 1
0 1 1 0 ol |o
o 0 -1 0 of |o
0 0 1 1 0 0
= $(1,0,0,0) = X° = idw (X°)
i vy = X3, 65 1(X1) = (0,1,0,0)
1 -1 -2 -1 0 -1
0 1 1 0 1] 1
0 0 -1 0 0] | o0
0 0 1 1 0 0
= ¢£(_1a170>0) = _XO +X0 +X1 = .XV1 = ZdW(Xl)
iii. v3 = XQ, ¢E_1(X2) = (0,07170)
1 -1 -2 -1 0 -2
01 1 0 ol |[1
0 0 -1 0 1= -1
0 0 1 1 0 1

= ¢uw(-2,1,-1,1) = 22X "+ X+ X' - X'+ X? - X? 4+ X3+ X0 = X? = idw (X?)
iv. vg = X3, (]5_1(X3) = (0,070, 1)

v

1 -1 -2 -1 0 -1
0o 1 1 0 0] [ O
0 0 -1 0 0] | o0
0 0 1 1 1 1
= (b&(_LOaOv 1) =—-X° + X3 + X0 =X3= ’de(Xg)
(iii)
11 0 1
wir v o110
ME(’de) =A:= 00 -1 0
00 1 1
Beweis. Erfolgt analog zu (ii). O
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(iv)
01 -3 -6
w V[ - v w 0 O 1 3
00 3 3
(v)
01 -2 -6
. v Y 00 2 3
M@(a) - Mﬂ(ldW) Mg(a) “1lo o 0 -3
0 0 O 3
(vi)
01 1 0
iy e v, v |00 =2 0
00 0 O

Aufgabe 2. Seien f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen
Vektorrdumen.

(a) Beh.: dim ker(go f) < dim ker g + dim ker f
Beweis. Schrianke g auf Bild(f) ein durch ¢’: Bild(f) — W mit v — g(v).

dim ker (g o f) = dim U — dim(Bild(g o f))
=dim U — Rg(g')
=Rg(f) — Re(g’) + dim U — Rg(f)
= dim ker ¢’ + dim ker f
< dim ker g + dim ker f.

(b) Beh.: Rg(f) —Rg(go f) < dim V —Rg(g)
Beweis. Aus (a) folgt:

dim ker(g o f) < dim ker(g) + dim ker(f)
= dim U — Rg(go f) < dim V — Rg(g) + dim U — Rg(f)
— Rg(f) —Rg(go f) < dim V —Rg(g).

(c) Beh.: Fiir A € M,, ,,(K) und B € M, ,,(K) gilt SRg(A) — SRg(B - A) <n — SRg(B).

Beweis. Seien A € M, ,,(K) und B € M, (K) beliebig, dann definiere f := F), ,,(A) und g :=
F} ,(B). Damit folgt: F,, ;(B-A)=go f.

Dann folgt aus (b) direkt:
Rg(f) —Rg(go f) < dim K" — Rg(g).
Mit Rg(f) = SRg(A), Rg(g) = SRg(B) und Rg(g o f) = SRg(A - B) ergibt sich
SRg(A) — SRg(B - A) < n — SRg(B).
O

Aufgabe 3. Sei V ein Vektorraum, U ein Untervektorraum und W ein Komplement von U in V.

(a) Beh.: Es existiert eine eindeutige lineare Abbildung 7: V' — V, welche eingeschrankt auf U die
Identitét und eingeschrinkt auf W konstant null ist.



Lineare Algebra I: Ubungsblatt 8 Christian Merten, Mert Biyikli

Beweis. Sei (v;);cr Basis von U und (v;)jes mit J NU = () Basis von W. Damit ist (v;)icrus
Basis von V. Definiere 7: V' — V linear mit

(v5) = v, fallsiel
Ylo fallsie

Schrénke nun 7 auf U ein: Dann ex. fiir alle u € U ein («;)ier € KD sd. v= > icr @vi. Damit:

w(v) = Zam(vi) = Zaivi = .

icl i€l

Schrinke nun 7 auf W ein: Dann ex. fiir alle w € W ein (o;)je; € K¢, s.d. v = D ey QUj.
Damit
m(v) =Y am(v;) = 0.
jeJ
m ist eindeutig, da eindeutig durch die Basisvektoren definiert. O

(b) Beh.: Fiir dieses 7 gilt: o7 = 7.

Beweis. Seien die Basen wie in (a). Sei v € V beliebig. Dann ex. ein (a;)ic; € KY) und ein

(ﬂj)je] S K(‘]), s.d.
v = Zaivi + Zﬁj@j.

icl jeJ
Damit gilt
m(v) = Zaﬂr(vi) + Zﬁﬂr(vj) = Z ;U
i€l j€J icl
=
(o) = 7 (z ) S v = (o)
iel iel
= T=TOoT 0

(¢) Beh.: Fiir 7 : V — V eine lineare Abbildung gilt

V = Bild(7) @ ker 7.

Beweis. Sei U Komplement zu ker 7 und (u;);c; Basis von U.

Wegen Homomorphiesatz gilt: Bild(r) = V/ker (7). Nach Blatt 6 Aufg. 3c) gilt: (u; + ker m);es
ist Basis von V/ker ().

Wegen (u;);c; Basis von U, folgt also V/ker (7) = U. Damit:
Bild(7) = V/ker (1) = U.
Da U das Komplement zu ker 7 ist, folgt daraus direkt:

Bild(r) ker  =U @ ker 7 = V.

Aufgabe 4.
1 0 0 1 1 0
Ay = (0 1), A= <0 1), Ay = <1 0).
Beweis. Sei e die kanonische Basis des V := Q2.
1. Wihle U = V und W = {0} und wihle 7 = id in der kanonischen Basis, damit gilt

Ay = M(x) = (é (1’)

Die Eigenschaften sind fiir die Einheitsmatrix offensichtlich erfiillt.
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2. Wihle die Basis v = {(1,1), (1,0)} und damit U = Lin((1,1)) und W = Lin((1,0)).

Nun definiere 7 : V' — V mit «((1,1)) = (1,1) und 7((1,0)) = (0,0). Die Darstellungsmatrix
von v nach e ergibt sich damit durch:

v (1

= (5 o)
() (9= )-n
(1 )-()- ()0

3. Wihle die Basis v = {(0,1),(1,1)} und damit U = Lin((1,1)) und W = Lin((0, 1)).

Nun definiere 7 : V' — V mit «((1,1)) = (1,1) und 7((0,1)) = (0,0). Die Darstellungsmatrix
von v nach e ergibt sich damit durch:

. (01
pa = (01)



