Algebra I: Ubungsblatt 10 Lukas Nullmeier, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: f irreduzibel

Beweis. Es ist f(0) =2, f(1) =1, f(2) = 2 als hat f keine Nullstellen in F3. Ang.: f ist reduzibel,
dann ex. g, h € F3[X] mit deg(g) = deg(h) = 2, da sonst f eine Nullstelle in F5 hétte. Dann folgt mit
a,b,c,d € Fs:

X4 +2X2+2=(X*+aX +b)(X?+cX +d)
=X+ (a4 ) X®+ (b+d+ ac)X* + (bc+ ad) X + bd
N—_——

———
=0 =0

Es folgt direkt ¢ = —a und damit a(d — b) = 0, also a = 0 oder d = b. Falls ¢ = 0: Dann ist b+ d = 2
und bd = 2 mit b,d € F3 4. Also ist b = d. Dann ist b* = 2, aber 2 kein Quadrat in F3 4.

Es folgt also f irreduzibel. O

Da f irreduzibel und F3[X] HIR ist Fg; = F3[X]/(f) also ein Kérper mit 3* = 81 Elementen. Dann
folgt sofort, dass f(X) = X' +9X° +2=0. Setze L == F3(X) C Fg;. Da F3 endlich ist L/F3 normal
und separabel, also galoissch. Sei o der Frobenius-Automorphismus fiir p = 3. Dann gilt

3

o(X)=X
o?(X) =2X
o3(X) = 2X°
ot(X)=X.

Also ist ord(o) = 4. Da Gal(L/F3) = (o) folgt #Gal(L/F3) =4 und [L : F3] = 4, da aber [F31 : F3] =4
folgt L = Fg;. Auflerdem iiberfiihrt o Nullstellen von f in Nullstellen von f. Da f genau 4 Nullstellen
in F3 hat, sind die Nullstellen von f bereits {X, 73,2Y7 ZYS} und Fg; ist Zerfallungskorper von f
iiber Fg.

Wegen Gal(Fg;/F3) = (o), ist diese zyklisch der Ordnung 4, also Gal(Fs;/F3) = Z/4Z. Diese hat
genau 1 echte nicht-triviale Untergruppe, da ord(1) = ord(3) = 4 und ord(2) = 2. Damit folgen als
Untergruppen von Gal(Fg; /F3):

Hy = (id)
H2 = <O'2>
Hg = <O’>

Es ist 02(X°) = 0%(X)2 = (2X)% = X_. Also ist X~ € F2, insbesondere Fy(X7) C FH2. Es ist
Gal(]Fgl/IFg(YQ)) = H,, inshesondere [Fg; : FZ?] = 2 und da [Fg; : F3] = 4 folgt auch [F£2 : F3] = 2.
Da aber X ¢ 5 gilt ebenfalls []Fg(YQ) : F3] > 2. Mit Gradformel folgt also Fg(yg) = FZ2. Damit
folgen nach dem Hauptsatz die Zwischenkdrper:

Fi =gy

2
Fop =F3(X)
Fi? =TFs.

Aufgabe 2. (a) Es ist deg(®,(—X)) = deg(®,(X)). Aukerdem ist (2,n) = 1, da n ungerade.
Damit folgt ¢(2n) = ¢(2)p(n) = p(n). Also folgt insgesamt

deg(®2,) = ¢(2n) = ¢(n) = deg(P, (X)) = deg(®,(—X)).
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Auferdem sei ¢ Nullstelle von ®y,. Dann ist ( € po, und primitiv. Also ex. ein & € N mit
(2n,k) =1 und ¢ = exp(2= k). Betrachte nun

—( =exp (m' + sz) = exp (m(n—i—k)) .

n

Da (2n,k) = 1 und 2n gerade, folgt k ungerade. Da n ebenfalls ungerade, folgt n+ k € 2N. Also
ex. ein [ € N, s.d. n + k = 2[. Damit folgt

—( =exp <27:l) .

Es ist (2n,k) = 1, d.h. es existieren a,b € Z, s.d.

=a2n+bk=n2a+b—-0)+bk=bn+k)+ (2a—bn=_2b I+ (2a —b)n.
~~ ———
ez o7
Es folgt (I,n) = 1, also ist —¢ primitive n-te Einheitswurzel. Also —¢ Nullstelle von ®,,(X) und
damit ¢ Nullstelle von ®,,(—X).

Da nun deg(®a,) = deg(®,,(—X)) und jede Nullstelle von ®,,, auch Nullstelle von ®,,(—X) folgt
®,(—X) = ®y,. Da ®,, normiert fiir n € N folgt a € {£1} und a ist gerade der Leitkoeffizient
von @, (—X). Es geniigt jetzt zu zeigen, dass ¢(n) gerade ist fiir n > 3 und n ungerade. Denn
dann ist der Leitkoeffizient e(®,(—X)) = (—1)? =1 fiir ein [ € N und damit ®,(—X) = ®,,,.

Da Z faktoriell und n > 3, ungerade ex. p; und 7; mit p; paarweise verschieden und r; € N, s.d.

S
T4
=1

Da n ungerade ist p; # 2 und damit p; — 1 gerade fiir alle . Da die p; paarweise verschieden
sind diese teilerfremd und es gilt

S

p(n) = H pi) = [ = V)P

i=1
Da die p; — 1 gerade und s > 1 wegen n > 3, folgt 2 | ¢(n).
Aufgabe 3. (a) Da K nullteilerfrei folgt

Ay=0 <= a;—a; =0firi#j < o; =q; fiir i #j <= f nicht separabel.

(b) Die Aussage ist offensichtlich falsch fiir a = 0. Sei also a # 0 und im folgenden char(K') # 2. Sei
auferdem /a € K mit \/62 = a und Vb2 — 4ac € K mit v/b% — dac = b? — 4ac. Dann sind die
Nullstellen von f gegeben als a2 = —biybi—dac V2l;2_4“c €K.

Denn es gilt

f—aX2+bX+(b>2— <b>2+c— <\/6X+b>2—bz+c
N 2\/a 2\/a B 2\/a 4a

Damit folgt

2
—b+ Vb% —4dac b b2
f(0é1,2) = <\/& % + 2\/E>
Damit folgt
Af = (a1 —a)®

2
—b+ Vb% — dac B —b— Vb2 —4ac]

2a 2a
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(c) Sei o € G. Dann ist o(o;) = «; fiir geeignete ¢,j € {1,...,n}. Damit folgt

o6p)= [ (o(ai)=olay))

1<i<j<n
= I (o — %)
1<i<j<n

Esist ¢(0) als Produkt von s Transpositionen darstellbar fiir s € N. Jede dieser s Transpositionen
dndert das Vorzeichen von 0y um (—1). Also folgt

o(@) =1 JI (ai-ay
1<i<j<n
= sgn(p(0))d;.
(d) Esist fiir o € G:
(o)
o(Ay) = 0(87) = 0(d7)* = (sgn(p(0))dy)* = Ay
Also folgt Ay € LY = K.
(e) Sei zuniichst p(G) C A,. Dann ist fiir 0 € G wegen (¢) o(6;) = o(d¢), also 6; € LY = K, also
da f separabel und nach (a) also A # 0 auch Ay = 6% € (K*)*.
Sei nun Ay € (K*)2 Dann ist §f € K*. Sei nun o € G. Dann folgt
op = 0(dy) = sgulp(0))d; == ds(sgn(p(0)) —1) = 0.

char K#2
Da §; € K7 folgt sgn(p(o)) =1 # —1. Also ¢(G) C A,

Aufgabe 4. (a) Seien a,b € Z mit (a,q) = 1 und (b,q) = 1. Dann ist auch (ab,q) = 1, da Z
faktoriell. Damit ist @, b € F,'. Damit folgt nach Zettel 6, Aufgabe 3(c):

(2)-@ -5~ (3)2)

Erneut nach Zettel 6 ist (’71) = (—1)%1 € {£1}. Da g ungerade ist weiter ¢ = 3 (mod 4) oder
g =1 (mod 4), also g.z.z., dass (71)% =1 <= ¢=1 (mod 4). Es gilt

- 1
(-1 =1 <:>2|qT

(b) Esist f = X? — 1 nach Vorlesung separabel, da p # ¢ Primzahlen und damit char(F,) = ¢ { p.
Auferdem ist mit der angegebenen Formel:

<~ 4|(¢g—1) <= ¢=1 (mod 4).

p(p—1) _
Ap= (—)2F (-1,
Da ¢ ungerade ist char(F,) # 2. Nach 3(e) ist damit das Bild von G in &, g.d. in 2, enthalten,
wenn
2 A
Aye (F))" (qf> =1 (2)
P
Da p ungerade ist (—1)? = —1. Damit ist auch (%) = (%) (*) Auferdem ist deshalb p — 1
~1
gerade und damit (%)p =1 (xx). Damit folgt
p(p—1) _
) () )
q q q q
© ()T OE)
q q q
—_———

), (a) aztp=1 (P
= —1 p 2 2 -
=) <q

Pungrade (_1)’1;71”2;1 (p) -
q

Mit (2) zeigt das die gewiinschte Aquivalenz.
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()

Fiir a € Z/pZ gilt 7(a)" = aq" fiir r € Ny. Es gilt 7(a)* = a¢® = a. Jedes Element in a € Z/pZ
wird also von 7 zyklisch vertauscht. 7 erzeugt also disjunkte Zykeln der Lange k. Zwei Elemente
a,b € (Z/pZ)* liegen genau dann im selben Zykel, wenn b~'a € (g). Also g.d.w b ~, a. Also

besteht 7 aus genau ((Z/pZ)* : (q))Laggngepk%1 disjunkten Zykeln. Das Signum eines Zykels der
Linge k ist genau (—1)*. Da weiterhin sgn Gruppenhomomorphismus folgt:

sgn(m) = ((—1)’“‘1)’%1 = (_1)’6—1%,

Sei v € ) ein Erzeuger.
Beh.: 7" € (F))? < 2|n.

° 2|TL — n=2flireinl e N — ,yn:,YZl:(,yl)Q'

e "€ (F5)? = JeN: ()2 =q" = H2imedr —ynmodp — 9l =pmodp = 2|
n.

Da v Erzeuger, ex. ein n € N, s.d. ¢ =" Esist Y* =¢F =1 = 4?71 — n = p—;l. Damit

folgt

-1
1=<q)<:>q:72lfﬁreinleN<:>2pk. (3)
p
-1
Es gilt auferdem p—1 = ((Z/pZ)™ : (¢))k = pT k. Falls % ungerade, dann ist also k gerade,
N
€

da p — 1 gerade und damit k — 1 ungerade. Damit folgt 2 | (k — 1)7”—;1 — 2| %.
Das Bild von G ist g.d. in 2, enthalten, wenn sgn(m) = 1. Weiter gilt mit (c)

- —1 -1
sgn(n) =1 <= 1= (-1);V — 2| (1<:—1)”T — 2|2~

Das zeigt mit (3) die behauptete Aquivalenz.
Nun gilt also mit (b), dass

Damit folgt:

Mit (9)2 =1 folgt

q

- (e

@ [(—1)*T =3 (mod4)
1 g =1 (mod 4)

(1 ] =1 ¢,p=3(mod4)

1 sonst )



