Analysis 3: Ubungsblatt 11 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Esist M —p:= {x —p | x € M} ebenfalls C' Mannigfaltigkeit mit To(M — p) = T, M.
Es kann also durch Ubergang zu M — p o.E. p = 0 angenommen werden.

Es existiert also eine Umgebung Q von 0, ein U C R" und ein g € CH(U,R™™™) mit M NQ =
m(graph ¢). Durch Umnummerierung der Koordinaten sei 0.E. 7 = id und durch Verschiebung von U
0.E. 0 = (0,¢(0)). Setze nun ¢: U — R™ mit ¢(y) = (y,9(y)) Yy € U. Dann ist ¢ nach Beweis von
Satz 5.2 (Implikation (ii) nach (iii)) eine Karte, also ¢ € C1(U,R™) mit ¢(U) = M N Q.

Da Q Umgebung von 0, ex. ein s > 0, s.d. Bs(0) C Q. Sei nun r < s und y € ¢~1(M N B,(0)). Dann
ist |p(y)| < r. Also

Iyl = 1(y,0)| < |(y,9(¥))] = le(y)| <. (1)

Damit folgt

sup{dist(z, ToM): x € M N B,(0)} = sup{dist(p(y), ToM): y € ¢ (M N B,(0))}
= sup {inf{|p(y) — Dp(0)z]: 2 € R"}: y € ™1 (M N B,(0))}

Tagor G {int{|De(0)y + o(Jy]) — Dp(0)]: z € R}y € o~ (M 1 B, (0))}
< sup{inf{|De(0)(y — )| + lo(ly])|: = € R"}y € o~ (M 1 B, (0))}
= sup{lo(|y])|: v € ¢~ (M N B,(0))}
< supflo(ly)l: y € B.(0) CB")

o(r).
Das zeigt die Behauptung.

Aufgabe 2. a) Sei p € M mit p = (z,g(x)) fiir ein € U. Analog zu Al ist eine Karte von M
gegeben als ¢: U — M mit p(z) := ¢(z,g(z)) Vo € U. Dann ist T,M = imDy(z). Im folgenden
bezeichne E,, € R"*™ die Einheitsmatrix. Dann gilt fiir z € U:

Dy(z) = (Vil)t) € R™X™,

Damit folgt

T,M =imDy(z) = {(vg(‘;)%) tac R"} .

Betrachte nun

Es ist fiir t € R und a € R"™:

(—Vlg(x)) ¢ (vg(a) .a> — {(~Vg(z) - a + Vg(z)-a) = 0.

x
Also ist V C T,M+ = N,M. Da auRerdem dim V = 1 = dim N, M folgt V = N, M.
b) Beh.: Fiir v € R" gilt det(E,, +vv!) =1+ |v|2.
Beweis. Erginze v zu einer OB mit us, ..., u, € R". Es gilt
(Ep +vvt)v = Eyu+ov]? = (14 [v]?)w.
Weiter gilt fiir k € {2,...,n}:

(B, +vo"up = ug +votuy, = uy,
0
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da v | wug. Also sind v,ug,...,u, Eigenvektoren von E, + vv'. Damit ist det(E, + vv') das
Produkt der Eigenwerte, also

det(E, +vv') = (1 + [o/H1" 1 =1+ |v]%. (2)

O

Es gilt fiir z € U:

Do) De(@) 2 (B Vo(o) (o) = En+ Val@)Valo)"

Es ist bereits (U, ¢) vollstéindiges System von Karten fiir M. Damit folgt

/ fdoem / (f o ) /det(D¥p(z) D)) da
M U
@ /U f(z.g@) V1T Ve@Pde.

c) Es gilt fiir x € U:
Vg(x) = —6x.

Damit folgt

v)(z,9(x)) = o (Vo) ! = L :
(F-v)(z,g(x)) 8 ( 1 >\/1+|Vg(x)|2 V1+[Vg(a))?

Es ist U beschrinkt und sup,cy2f = 1 < oo, also 27 € L'(U). Also Transformationssatz

mit Polarkoordinaten anwendbar. Auferdem sind 72 und cos? ¢ stetig, also R.-integrierbar mit
Hauptsatz und Integrale stimmen auf kompakten Intervallen {iberein. Damit folgt

/ F.vdn? = /(F -v)(z,9(x))v/1+ |Vg(z)|? dz
M U

/ 622 dx

U
. | 27
olarkoor 6/ dr/ r?cos? pdyp
(0,1) 0
1 27‘{'
o =
(t2.1h=0 6/ r? dr/ cos® pdyp
0 0
1 T

2
= 25 / (cos? ¢ 4 sin? ) dyp
0

= 2.

Aufgabe 3. a) Sei Q = B;(0) C R™ offen. Dann ist 92 = S™~1 € C! (letzter Zettel). Dann ist
v =id € C%(Q,8™~1) die dukere Normale, da fiir z € S™~! und ¢ > 0:

n

@il +1)2 =1+t =1+t>1.

=1

|z 4+ tv(z)| = |z + tz| =

Also z +tv(z) ¢ S™1. Da die #ufere Normale eindeutig ist, folgt id ist die dufere Normale von
sm—1,

b) Da 2 beschrénkt, also auch 92 und da 99 abgeschlossen, nach Heine Borel kompakt und da
|z - v(x)| stetig, ex. ein S > 0, s.d. |z - v(z)] < S Vo € 90Q. Da Da 9Q beschrinkt, folgt
A1) < 0o, insbesondere x - v € L(99Q).

Es ist z € C*°(R™,R™) und

m

divx:iﬁixi:21:m.
i=1

i=1
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Es gilt nun
mZm(Q) = / mdzx
Q
= /div rdx
Q
Gauk / z-v(z)d#m !,
a0

Setze nun  := B;(0) = B\ 09. Es ist £™(0Q) = 0, also folgt .£™(B) = .£™(2). Nun ist Q
offen und beschriinkt mit 9Q = S™~1 € C'. Mit (a) und (b) folgt nun

%’H’L71(STI’L71) _ / djfm71
Sm,—l
:/ 2 dm!
gm—1

= / z-v(z)dAm !
Sm—1

mL™(Q)
m.2™(B).

—
»
N

—
=3
=

¢) Es ist S? beschrinkt und z{ auf S? beschrinkt, also 27 € L*(S?). Damit folgt mit der selben

Argumentation wie in 2c im letzten Schritt:
T
/ | T2 d%z
52 T3

/x‘fd%ﬂ
S‘Z
af
Ggﬁ/ div | 0 | do
Bl(O) O
= / 327 dx
B1(0)

1 2m

3/ dr/ r? cos? pdy
0 0

.

Aufgabe 4. Da o, € C*(Q2) N CH(Q). Damit sind Vi, Vip € CH(Q,R") N C(Q,R™). Da Ve, v und
V) stetig und €, also inbesondere 92 beschriinkt, ist Vi - v, Vi) - v, oVtp - v,V - v € L1(09).

cof ook

=
o
RS

a) Es gilt direkt

/Agpdm z/div(VQp) dz 2* Vo -vdam! = dypdi™ 1,
Q Q a0 a0

b) Es gilt fiir i € {1,...,n}:
0i0(0i)) = (0320)(0ip) + 9009 = (V)i(V)i + 0: (V).

Damit folgt

n

div(p(V) =D 0ip(0i)) = Vo - Vip + oA,

i=1

Die Aussage folgt nun ganz analog zu (a) mit Satz von Gauf.
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c) Es gilt

div(eVy — V) = div(pVy) — div(yVe)

PeAY + Vo -V —pAp — V- Vi
PAY — PAp.

Die Aussage folgt nun ganz analog zu (a) mit Satz von Gauf.

—
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=



