Analysis 3: Ubungsblatt 5 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: frgr — fgin L*(X, u).

Beweis. (i) Es ist f integrabel, also fX frdp < oo und fX f—dp < oo, also folgt ess sup fi < oo
und ess sup f_ < oo, also folgt mit f = f, — f_, auch ess sup f = M < oo fiir ein M € R.

(ii) Esist supgey ||gkllz~ < S < oo fiir ein S € R, also auch ess sup g < co (Ang.: es gibe ein A € £

mit (A) > 0 und g(z) = oo fiir z € A, dann folgt g (z) 4 g(z), da gr(z) < S < 00 7). Also
OE esssup g < S.

(iii) Es ist g 2% g y fast iiberall, d.h.

/ lim [gy —g[dp =0.
x k—oo

(iv) Betrachte h :=2S5|f|. Dann gilt Yk € N:

(ii)
|fllgr — gl < 1f|(lgx] + |g]) < 28|f| = h.

h ist auflerdem integrabel, da f integrabel, also f; und f_ integrabel, insbesondere |f| = f1 4 f_
integrabel. Damit folgt mit dominierter Konvergenz

3.19

klim/lfllgk—g\du = / lim |f||gr — g|dp
— 00 X Xk*)OO
(i)
< /Mlim gk — gldp
X k—oco
G g,
(v) Da fx — fin L* folgt [y [fx — fldu = [|fx — fllr === 0. Damit folgt
Iion = fallur = [ 1ion ~ ol
X
- /X Frgi — nf + gnf — foldu
< [ lalls = Ala + [ 1fllon gl dn
X X

(ii)
< M/ Ifk—f\dqu/ Fllgk — gl du
X X

k— oo k— oo

—0 —0

Also frgr — fgin L',

Aufgabe 2. a) Beh.: LY(X, ) N L (X, pu) C LP(X, ) fiir 1 < p < oo und

1 p—1
IFllze < IFIZ Al fiiralle f € LY(X, p) N L%(X, ).
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Beweis. Sei 1 < p < oound f € LY(X,u) N L®(X, u). Dann ist

_ 1 —1
/X\fm - /lel P

Holder o1
< AR oo

= |[fllress supx |7~

—1>0 _
P= |l (ess supx | £)7
= [IFIlfIE?
p<oo
< o0

Da beide Seiten nicht-negativ, folgt durch Potenzieren mit

1 pm1
Il < IATIAIE <o
Das zeigt beide Behauptungen. O
b) Sei u(X) <oound 1 <p<gqg<oo. Beh.: LY(X,p) C LP(X, ) und 3C € R, s.d. Vf € LI(X, )
1fllp < Cllfllg-

Beweis. Sei f € L9(X, p). Dann wéhle r == 1 > 1 und r' = L. Damit folgt

q
P

1. 1 _p a-p_,
r o q q '
Dann betrachte
[aran = [t
X X
Hélder
< (Ll L]

- ( /. (Ifl”)rdu)r
=y, ( /X flqdu>q

Da beide Seiten nichtnegativ, folgt durch Potenzieren mit %

1
£l < L1 Nl

Fiir die Konstante folgt

L
1 pr
N )
X
r'=a/(a-p) (/ )
X
= u(X =(C <o
Damit folgt insgesamt
1 1lp < Cllfllq < oo
Also insbesondere f € LP(X, p). O

Beh.: Es ist L4((0,1),\) S L((0, 1), \).



Analysis 3: Ubungsblatt 5 Leon Burgard, Christian Merten

Beweis. Betrachte f = 2~ 2. Dann ist

/|f|4dA / w2y = = gl =
/\f|d/\_/ a3 dp = 2(V1—V0) =2 < co.
0

Also ist f € LY((0,1),)), aber f & L*((0,1), \). O

Aufgabe 3. a) Beh.: f;, — fin L} (X,u) <

[ indan == [ ifan.

k—o0

Beweis. o ,=". Sei ||fx — f|lzx —— 0. Dann folgt

o<| [ iaau - [ iflan
[ 0= a]

/Ilfk\—lflldu

X

l . d k—oo '
/X|fk fldp 22250

o, =" Seilimp oo [y |feldp = [ |fldp (x). Es ist zundchst |fi — f| = [fr + (=f)] <
k— o0

|ful + |f|- Dann betrachte gy = |fx| + [f| = |fx — f| = 0. Da fi Syt folet
G koo, 2|f| p f.i. Damit folgt mit Lemma von Fatou

IND

/2|f|du = /liminfgkdu
X x k—oo

3.18
< liminf/ gr dp
k—o0 X

— liminf (/ 20l dn + [ 2071dn - | |fk—fdu>
k—oco X X X
i+ [ 1f1du s [ 1 fldu
X X k—oco X
Umstellen liefert
0 < timswp [ |5~ fldn <0
Wegen 0 < liminfyoo [ |fx — fldp <limsup, o [y [fe — fldp <0 folgt

0 = Jim [ I~ fld.
k—oo X

Also fi — fin LY(X, ).

b) Beh.: fi, — fin LY(X, u).
Beweis. Definiere gi := g := 1. Dann ist g = g;, integrabel, da

/gduz/lduzu(X)<oo.
X X

Aufserdem sind fi, f integrierbar, insbesondere messbar. Auferdem gilt fxgr = fi - 1 = fr und
fg=f-1=g.Dann folgt die Aussage aus Aufgabe 1. O
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Aufgabe 4. Beh.: f == H;.Lzl fj € LP(X, ) und

Il (x,u) < H I fill 73 (x,0)-

j=1

Beweis. per Induktion iiber n. n = 1: Dann gilt p; = p und f = f1, also trivial. Sei nun n € N mit
Aussage gezeigt fiir n. Sei 1 < p < co und seien 1 < p; < oo fiir j € {1,...,n+ 1} und

o
=piop

Dann ist p < p; fiir j € {1,...,n + 1}. Definiere ¢ := pmjr’%_lp > 1. Dann ist

1 "1
_;197

1_poyi—p_1_
q PPn+1 P Pn+i

AuRerdem definiere 7 := 221 > 1. Dann ist 7’ = -2 denn + 4 & = 2nt1=P 4 P — ] Seien nun
P Pn+1—P 7 T Pn+1 Pn+1

fj € LPi (X, p) fur j € {1,...,n+ 1}. Damit betrachte

n+1
P — ..
/X\fl du = /X j];[lfj Fust| du

P
Holder

n
< LA ||| I8l
j=1

n pnp+1
= / ||fj dp (/ | frga [Pt du)
X |5 X

Da beide Seiten nicht-negativ sind, folgt durch Potenzieren mit %

n
£l < (TL#| 1nsillpas
j=1

q

n
= H ”fJHPg ||f7l+1 : Hpn+1
j=1

n+1
=TIl
j=1



