Analysis 3: Ubungsblatt 6 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. a) Beh.: Ve > 0 ex. K C Q kompakt, s.d. Z1(Q\ K) < e und f|x stetig.

Beweis. Zunichst ist f € L>(£), also ist ess supg|f| < co. Damit folgt

/|f\d,$1 g/ess supg|f| d.Z = ess supg|f| - L(Q) < 0.
Q Q

Also folgt f € L'(). Dann ex. nach Hinweis eine Folge fr € C°(2) N LY(Q) mit fi — f in
L'(€2). Nach 3.36 existiert dann eine Teilfolge f, € C°(2) N L' (Q) mit fx, I F i

Sei nun € > 0. Dann existiert nach Satz von Egorov ein E. € #(Q2) mit £*(E.) < § (i) und
fo, = fin Q\ E..

Da £ regulir ex. ein U D E, mit U offen, s.d. Z*(U) < LY Ee)+ £ (ii). Setze nun U == Une.
Es ist U offen, da U offen und Q offen. Auferdem ist E. C U, da E. C Q und E. C U. Weiter
ist U C U und damit folgt mit Monotonie von .Z*:
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Weiter ex., da 2" regulir, ein V' C Q mit V abgeschlossen, s.d. Z(V) > 21(Q) — £ (iv).

Betrachte nun K := U¢N V. Da U offen, ist U¢ abgeschlossen und da V abgeschlossen ist auch
K abgeschlossen. Damit ist Vz € K folgt ¢ U. Da E. C U folgt = ¢ E.. Also ist € Q\ E..
Es folgt also K C Q\ E. und damit f, = f in K.

Es ist K C V C Q und damit mit Monotonie .Z!(K) < .£'(Q) < co. Damit gilt

LHONK) = LY - LK)
=  ZH)-2(V\UNV))
Y 22 wny)
Monotonie ¢ 1
< 1 +.Z°(U)
(i'%i) € €
= 5 (v).

Betrachte nun K, = K N |[-n,n]. Dann ist K, / K und damit 3Ing € N, s.d. | LYK) —
LYKny)| < §. Setze K = K,,. Da K C K folgt Z'(K) < £*(K) und damit insbesondere

ZLYK) > LK) - 5 (vi). Dann gilt

(

LY\ K) = 21(9) - 2V (K) C 21 (@) - LNE)+5 =2 Q\K) +

€
2
Es ist K beschrénkt, da K C [~ng,no] und K abgeschlossen, da K und [—ng, no] abgeschlossen.
Also ist K kompakt. Auferdem ist f, = fin K 2 K. Da f;, € C°(Q) ist also f|x stetig. [

Sei € > 0 beliebig. Dann sei (g;);en eine Abzidhlung von Q. Dann betrachte
€ €
Ui:U(Qi*Waqi+W>-
iel

Dann ist U offen als Vereinigung offener Mengen und U® abgeschlossen. Setze nun K = U°nN
[i, 1- i] C (0,1). Dann ist K abgeschlossen als Schnitt abgeschlossener Mengen. Da [i, 1-— i]
beschrinkt, ist auch K beschrinkt. Also K abgeschlossen und beschrinkt, damit kompakt.
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Weiter ist Q C U, d.h. QN K C QNU® = (. Das heift Vo € K: f(x) = 0. Also insbesondere
flx =0 und damit stetig.

Auferdem folgt, da .#1((0,1)) = 1, insbesondere endlich:

LNONK) = 1-2NE)
= 1 (Ucﬂ[il_ﬂ)
— (G- (on[Ea- )
Monotonie 1—92”1(E’1_ﬂ)+'$1(m
Subgadd %JFZQZ%
€N
€ €
= §+§
— €.

Also liegt kein Widerspruch zu (a) vor.

Aufgabe 2. a) Definiere f: R = R, f(z) =0 Vz € R.

Beh.: fi — f punktweise.

Beweis. Sei € > 0 und x € R. Zunéchst gilt Vk € N: I}, C (0, 00).

Falls ¢ < 0ist fy(z) =0, daVk € N: z & I;,. Falls nun > 0. Dann ex. ein n € N, s.d. 27" < z.
Dann gilt Vk > n: 27% < 27" und damit I C (0,27%] C (0,27"]. Da 2 > 27" folgt also x ¢ I},
und damit f(z) = 0, also insbesondere |fi(z) — f(z)| = |fu(z)] =0 < e. O
Beh.: fi konvergiert nicht gleichmé&fig.

Beweis. Setze € := % Sei nun k € N. Dann setze z := 2~%. Dann ist = € I;, und damit

1 1
fr(z) = 27k2\/2f1:\[2>6'

Beh.: fi — f im Mak.

Beweis. Es ist Vo € [0,1]¢: fx(x) = 0, denn Vk € N: I}, C [0,27%] C [0,271] C [0, 1]. Das heift
vz € R\ [0,1]: [fr(z) — f(z)| = 0.

D.h. es geniigt fi auf X := [0,1] zu betrachten. Dann gilt jedoch .#1(X) = 1 < oo und damit
mit 3.35, da fr — f punktweise, konvergiert fr — f im Maf auf X. Insgesamt folgt also die

Behauptung. O
Beh.: Fiir 1 < p < oo gilt: fi konvergiert in LP(R) < p < 2.

Beweis. Zunichst ist fiir k € N ﬁ stetig und damit auf I, fi stetig und damit R.-integrierbar,

also auch Lebesgue-integrabel und die Werte stimmen iiberein. Es kann also auf I, der HDI
angewandt werden. Da weiter xj, messbar, ist fi als Produkt messbarer Funktionen messbar.

Sei 1 < p < oo beliebig.
e Falls p = 2: Dann sei k£ € N bel. Mit der Voriiberlegung folgt direkt
o=k

=118 = | 3o =to(e)],_, ., = —lox(2) + (k-+ 1) log(2) = log(2) £ log(2).

—(k+1)

Also fx, konvergiert nicht in L?(R).
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e Falls p # 2: Dann sei k£ € N. Dann gilt mit p = ﬁ (1 — 2*2%’7):

2 ., ., _
Iy = [ 15 de = [ adde = SEoo kS (1027 ) —
PR I 2—p
k2=p k—o0

Falls p < 2 ist 25 =% > 0 und damit || f¢x|[b = 273" —— 0. Also konvergiert fj in LP(R)
fiir p < 2.

k—o00 k2=p k—oo

Falls p > 2, dann ist 252 < 0 und damit —k:2 —— 00, also || fx[|h = p27"= —— o0
Also konverglert fr in Lp (R) fiir p > 2 nicht.

Aufgabe 3. a) Beh.: Z(R") = B(R)".

b)

Beweis. o ,C”: Betrachte & = {A C R™ | A offen}. Dann ist o(0) = %(R"). Betrachte
weiter Z = {X?Zl(ai, b;) | a;,b; € Q}. Dann ist Z C #A(R)", denn Va,b € Q ist (a,b) offen
und damit (a,b) € B(R).
Sei Q € 0. Da Q dicht in R, ex. R; € #, s.d. Q = |J,cy Ri- Damit folgt Q € o(#) und
damit ¢ C o(Z) C B(R)". Da o(0) = B(R"), folgt B(R"™) C B(R)".

e 2" Dazu betrachte 2 = {X_, A; | A; € #(R)}. Dann ist nach Definition der Produk-

talgebra o(2) = B(R)".
Betrachte nun 7;: R™ — R mit (z1,...,2;,...,2,) — ;. 7; ist stetig und damit insbeson-
dere (#Z(R™), Z(R))-messbar. Seien nun A; € ZA(R) fiir i = 1,...,n. Dann ist

X A= [R™ x 4; x R™) = ﬂw ;) € BRM).

=1 =
2 i=1 = 1 cB(R™)

Also ist # C AB(R™) und damit B(R)" = o(#") C B(R"™).

O
Beh.: N x € B(R").
Beweis. Es ist N € #(R) und Q € Z(R™!'). Dann gilt nach Definition
N x Q€ B(R) x BR" ' BR) x BR)" ! = BR)" 2 BER").
O

Beh.: Z"(N x Q) =

Beweis. Es ist nach Definition " = (£ = £ x (L))"~ Es ist £ das Produktmaf von
L1 und (L))" L. auf den o-endlichen Mafkriumen (R, Z(R), £*') und (R*~1, (R 1), (L) 1).
Damit gilt nach 4.5 und unserer Konvention 0 - oo = 0:

LN x Q) = LY N)(LH" Q) = 0.

Beh.: Fiir n > 2 ist (24)" & 2.

Beweis. Sei V' C [0,1] eine nicht lebesgue messbare Menge (solch eine Menge existiert nach
Vitali). Dann definiere A :==V x {0}""! und B := R x {0}"~!. Dann ist A C B und es ist, da
L = (£)", der Konvention #°({0}°) = 1 und erneut 0 - co = 0:
Z"(B) =21 (R) £ ({0}) £ 7*({0}" %) = 0.
=0
Da A C B und B Z"-Nullmenge und (R",.%,,.£") vollstindiger Mafraum folgt A € .%,.
Ang.: A€ (L))" Dannist A € £ x (Z)" L. Mit y = (0,...,0) € R*"! folgt, da (R, %, L")
und (R*~1, (Z)" 1 (L)1) o-endliche MaRriume:
A23A={zeR|(r,y) € A} ={z €R|(=,0,...,0) € A} =V.

AlsoV € % 5. O
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Aufgabe 4. a) Beh.: Die Aussage ist falsch.

Beweis. Betrachte fy = X[ x41]- Dann ist fp — f = 0 punktweise f.ii. und f, f € L'(R), aber
es gilt Vk € N

_ _ 1 _ _
/Rfkdx—/[k}kﬂ] de = ¢ ([k,k—ﬁ—l])—l;é()—/Rfdx.

O
Beh.: Die Aussage ist falsch.
Beweis. Betrachte fi == X[t,00) > 0. Dann ist fx N\, f = 0 punktweise f.ii. und f =0 € L'(R),
aber Vk € N:
/fkdx:/ dx:oo#Oz/fdx.
R [k,00) R
O
Beh.: Die Aussage stimmt.

Beweis. Da fi, \, f punktweise f.i. gilt f, < fi Vk € N und wegen f; € L' und f; > 0 ist
|f1| = f1 integrabel, also folgt mit dominierter Konvergenz, dass f integrabel und

lim/fkdx:/fdx.
k—oo Jr R

Da fr > 0 Vk € N folgt f > 0. Da f integrabel also auch |f| = f integrabel und damit
f e LY(R). O

Beh.: Die Aussage stimmt nicht.

Beweis. Definiere
Jri =275, (G + 1)277]
fiir k € Ny und j € Ng mit j + 1 < 2%,

Betrachte a,, = |logy(n)| und b, :=n mod 2%. Damit definiere
Ly = Ja,b,

und setze fi == xy,. Esist fx — f =0 in L'(R), denn Vk € N gilt
/|fk —0|dz :/ de = LY (I) =27% = 9—llog, (k)| koo, 0,
R In

da log,(k), insbesondere |log, (k) |, monoton wachsend und unbeschrankt.

Aber setze nun € := % Dann sei z € [0,1] und k¥ € N beliebig. Dann setze n = 2%+ =
2llog2(M)J+1 Dann gilt n > k. Da z € [0, 1] ex. insbesondere ein j € Ny mit j + 1 < 27, s.d.
x € Jy;. Dann setze ng :=n+ j. Dann ist a,, = ay, da j < 2" und b,, = np mod 2% = j. Also
Iy, = Jnj. Und damit = € I,,,. Auberdem ist ng > k. Damit folgt dann

1

|f"0(x) - f(l‘)‘ = |fn0($)| = Xlno(l‘) =1> 5 = €.

Also konvergiert fy, fiir kein = € [0, 1] punktweise gegen f = 0 und da .£*([0, 1]) > 0 konvergiert
fx nicht f.ii. punktweise. O



