Analysis 3: Ubungsblatt 8

Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3
Punkte
Aufgabe 1. a) Esistexp(x) # 0 Ve € R, d.h. spt(¢)

= B1(0). AuRerdem ist exp(z) € C*°(R) und

ST € C%(B4(0)). Offensichtlich gilt auch 9 exp (m%l) 221, 0 also folgt ¢ € C°(R™).

b) Sei nun € > 0. Nach Konstruktion ist ||¢]|;1gn) = 1. AuRerdem ist pc(z) # 0 <= ¢ (%) #

0 % <1 <= z € B.(0). Damit folgt

Weiter ist ¢ € C*°, insbesondere stetig. Da spt(¢) kompakt, nimmt ¢ dort ein Maximum an.

Setze C' := max ecrn

(f *xpe) (@) = f(2)] =

©(x). Damit gilt zunéchst fir z € R™:

F@)edx —y)dy — f(x) / ooz —y)dy

- fy)ldy.

B.(x)

_ / (F@) — F(@)pe(z — ) dy
B.(x)

/ ;z) )~ 1)l

x—y) dy
€

Sei nun § > 0 beliebig. Da f gleichmafig stetig, ex. ein ¢y > 0, s.d.

Ve,y eR™: |z —y| <e = |f(x) —

wobei |B;| = Z"(B1(0)) bezeichne. Dann gilt fiir € < €:

Also folgt || f * pe —

”f*@e

fllLe =ess sup |f * pe — f]

Fllze =% 0.

sup
r€Rn €
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Aufgabe 2. Mit ¢ aus Aufgabe 8.1. ist ¢ € C2° und

sondere ¢ € L*(R™), da ¢ > 0. Fiir § > 0 setze @5 = 3¢
5

C
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TER™ en
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[f(z) = f(y)|dy

B ()
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Z"(Be(z))
————
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f pdz = 1 nach Konstruktion, also insbe-

n
(5
-0

nach Faltungsapproximationssatz ist || f * @5 — f|z1(&n) — 0.

). Dann ist 5 € C°(R™) N L*(R™) und
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Sei nun € > 0. Dann ex. also ein § > 0 s.d. V& < § gilt: I|f x5 — fllormny < 5. Setze K, = B,(0) und
gn = (f * @s)xk, . Dann ist spt g, kompakt, da spt g, = spt (f * @5) Nspt Xk, als Schnitt zweier
abgeschlossener Mengen abgeschlossen und wegen spt xx, = K, und spt xx, 2 spt g, beschrénkt
ist.

Es gilt weiter |f|xk, ' |f|- Also ex. nach dem Satz der monotonen Konvergenz ein ng € N, s.d.
Vn > ng:

€
fxr,lloe = [1fllz] < 3

Damit folgt Vn > ng:

17112 =/Kn flde +/K flda

<o

<oo <00

Also

J.

flae = [ isiae = [ ifde

= ISl = [l xx, Iz
< €
5

c
n

Der Faltungsapproximationssatz angewendet auf gy, ergibt ein 6’ > 0, s.d. ||gn, * @s' — gnollzr < 5.
Nun setze fc = gn, * @s. Da spt g,, kompakt und 5 € C® folgt f. € C°. Damit gilt

[fe = Fller < lfe = gnollr + llgny — fllrs

:weﬂmm+/ u*%—ﬂm+/ flda
Kng Kg,
<S4t Ffllos + =
T ¢
3 28 Lt 3
cElE
3 3 3

= €.

Aufgabe 3. Sei f € L'(R") und € > 0. Dann ex. nach Aufgabe 8.2 ein f. € C2°(R") mit
€

15~ fllen <5 G
Sei nun || < 1 und setze S := spt f.. Dann ist S kompakt und beschrénkt, d.h. es ex. ein 0 < r < oo,

s.d. B(0) 2 J,eg Bi(x). Dann gilt Va € BT(O)C: fe(x) = fe(x + h) =0 (ii).

Da f. € C2° ex. nach Lemma von Hadamard g; € C°(R"™) mit

fe(@) :fe(o)‘f'zﬂcigi(ﬂﬁ) Yz € R".
i=1

Damit gilt Vi = 1,...,n: |g;| insbesondere stetig und nimmt damit auf der kompakten Menge B, (0)
ein Maximum an. Setze M; := max, gy |gi(x)| und damit M = max;—; ., M;. Sei M > 0, sonst
folgt direkt ||fe — fenllzr = 0.

ceey

Sei nun V = £"(B,(0)). Dann ist g; glm. stetig in B,(0), d.h. 35, > 0, s.d. Vo € B,(0) und
h € Bs,(0): |gi(x) — gi(x + h)| < 55 Setze nun § = min{d;, 757} > 0.
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Damit folgt fiir h € R mit |h| < min{, 2 }:

(i)
= 2 [ Jpda) - fa )l da
B, (0)
Hadamard / —l—legZ ydz — fe(0) = > (xi + hi)gi(z + h)| da
B7‘(0) i=1
< /()Zm(gi(x)gi<x+h>>hig¢<x+h>|dx
B,(0) ._
n
< | > (il (a) = giCo ) + il + )|
= X[l oo ) o 1)
B,.( \r’ ~NN—
<r <55 <2 <M
" 5
d
< Z B, (0 6rnV M } *
"~ €
< d
= Z G GnV 6nv} a
€
N SnVnV
- g (i)
Es gilt auferdem || fe 5, — frllz1 = || fe— f]| 1 mit Transformationssatz und der Transformation z = x+h
(iv). Daraus folgt insgesamt
If = fullce = Wf = fe+ fe— fen+ fer — fullr

< Nf = fellpr + e = fenllor + 1 fen — fallo

iv)

= 2/f = fellpr + fe = ferllo

(i), (i) € €
29— 4 —

< 3 + 3

- €.

—_

Fiir € — 0 folgt die Behauptung.



