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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Lemma 0.1. Es gilt ∫
R

1

1 + y2
dy = π.

Beweis. Betrachte fn := 1
1+y2χ[−n,n]. Da

1
1+y2 ≥ 0 folgt fn ↗ 1

1+y2 . Auÿerdem ist fn stetig und daher
messbar, insbesondere Riemann-integrierbar und dieses stimmt auf dem kompakten Intervall [−n, n]
mit dem Lebesgue-Integral überein. Weiter ist d

dx tan(x) = 1 + tan2(x). Also folgt mit monotoner
Konvergenz und dem Transformationssatz∫

R

1

1 + y2
dy = lim

n→∞

∫
R
fn dx

= lim
n→∞

∫ n

−n

1

1 + y2
dy

z=tan(y)
= lim

n→∞

∫ arctan(n)

arctan(−n)

1 + tan2(z)

1 + tan2(z)
dz

= lim
n→∞

[arctan(n)− arctan(−n)]

= lim
n→∞

arctan(n)− lim
n→∞

arctan(−n)

=
π

2
+
π

2
= π.

Lemma 0.2. Für f, g : X → [0,∞) gilt

sup
x∈X

fg ≤ sup
x∈X

f · sup
x∈X

g.

Beweis. Es gilt

sup
x∈X
|fg| = sup{f(x)g(x) | x ∈ X}

≤ sup{f(x)g(y) | x, y ∈ X}
f,g≥0
= sup{f(x) | x ∈ X} · sup{g(x) | x ∈ X}
= sup

x∈X
f · sup

x∈X
g.

Aufgabe 1. a) Seien f, g ∈ S (Rn) und a, b ∈ C. Dann ist af + bg ∈ C∞(Rn,C). Weiter seien
α, β ∈ Nn0 beliebig. Dann gilt

sup
x∈Rn

|xα∂β(af + bg)| = sup
x∈Rn

|axα∂βf + bxα∂βg|

≤ |a| sup
x∈Rn

|xα∂βf |︸ ︷︷ ︸
<∞

+|b| sup
x∈Rn

|xα∂βg|︸ ︷︷ ︸
<∞

<∞.
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b) Sei f ∈ S (Rn) und p ∈ [1,∞]. Falls p =∞, dann gilt

‖f‖L∞ = ess sup
x∈Rn

|f | ≤ sup
x∈Rn

|f | <∞.

Es genügt die Aussage für p = 1 zu zeigen, denn wenn f ∈ L1(Rn) und p > 1, dann folgt direkt∫
Rn
|f |p dx =

∫
Rn
|f |p−1|f |dx

≤ sup
x∈Rn

|f |p−1
∫
Rn
|f |dx

0.2
≤
(

sup
x∈Rn

|f |︸ ︷︷ ︸
<∞

)p−1
‖f‖L1︸ ︷︷ ︸
<∞

< ∞.

Setze nun S := supx∈Rn
∣∣∏n

i=1(1 + x2i )f
∣∣. Es ist

∏n
i=1(1 + x2i ) =

∑
α≤1 x

α. Dabei bezeichne
α ≤ 1 ⇐⇒ αi ≤ 1 ∀i ∈ {1, . . . , n}. Damit folgt

S = sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

(1 + x2i )f

∣∣∣∣∣
= sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣∣
∑
α≤1

xαf

∣∣∣∣∣∣
≤
∑
α≤1

sup
x∈Rn

|xαf |︸ ︷︷ ︸
<∞

<∞. (1)

Es ist auÿerdem
∏n
i=1(1 + x2i ) ≥ 0 und messbar, also Fubini anwendbar. Damit folgt nun∫

Rn
|f |dx =

∫
Rn

n∏
i=1

(1 + x2i )|f |
1∏n

i=1(1 + x2i )
dx

≤ S

∫
Rn

1∏n
i=1(1 + x2i )

dx

Fubini
= S

n∏
i=1

∫
R

1

1 + x2i
dxi

0.1
= Sπn

(1)
< ∞.

Also f ∈ L1(Rn).

c) Seien f, g ∈ S (Rn). Dann sind f, g ∈ C∞(Rn,C) und mit Produktregel auch fg ∈ C∞(Rn,C).
Seien nun α, β ∈ Nn0 . Dann ex. nach Produktregel ein N ∈ N und λi ∈ N0 mit νi, µi ∈ Nn0 , s.d.

|∂β(fg)| =
N∑
k=1

λi(∂νif)(∂µig).

Damit folgt nun

sup
x∈Rn

|xα∂β(fg)| = sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣xα
N∑
i=1

λi(∂νif) (∂µig)

∣∣∣∣∣
≤

N∑
i=1

λi sup
x∈Rn

|xα(∂νif)(∂µig)|

0.2
≤

N∑
i=1

λi sup
x∈Rn

|xα∂νif |︸ ︷︷ ︸
<∞

· sup
x∈Rn

|∂µig|︸ ︷︷ ︸
<∞

< ∞.

2



Analysis 3: Übungsblatt 9 Leon Burgard, Christian Merten

Lemma 0.3. Sei f ∈ S (R). Dann gilt für ξ ∈ R

d̂f

dx
(ξ) = iξf̂ .

Beweis. Zunächst sei ξ ∈ R. Dann betrachte

gn :=
∂

∂x
fe−iξxχ[−n,n].

Dann ist

|gn| =

∣∣∣∣ ∂∂xfe−iξx
∣∣∣∣χ[−n,n]

≤
∣∣∣∣ ∂∂xfe−iξx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∂f∂xe−iξx − ikfe−iξx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∂f∂xe−iξx

∣∣∣∣+ ∣∣ikfe−iξx∣∣
|e−iξx|=1

=

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣+ |iξ||f |.

Die rechte Seite ist in L1(R), denn f , ∂xf ∈ S (R) und damit nach Aufgabe 1 f, ∂xf ∈ L1(R) und
damit insbesondere

∣∣∣∂f∂x ∣∣∣ + |iξ||f | ∈ L1(R). Da auÿerdem gn → ∂
∂xfe

−iξx und gn messbar, folgt mit

dem Satz von der dominierten Konvergenz und dem Hauptsatz (gn auf kompaktem Intervall [−n, n]
stetig und R.-integrierbar, d.h. Lebesgue und R-Integral stimmen überein):∣∣∣∣∫

R

∂

∂x
fe−iξx dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ limn→∞

∫
R
gn dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ limn→∞

∫ n

−n

∂

∂x
fe−iξx dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣ lim
n→∞

[
f(n)e−iξn − f(−n)eiξn

]∣∣∣
|e−iϕ|=1

≤ lim
n→∞

|f(n)|+ lim
n→∞

|f(−n)|

f∈S (R)
= 0. (2)

Damit folgt nun

f̂ ′ =
1√
2π

∫
R
f ′(x)e−iξx dx

=
1√
2π

∫
R

∂

∂x
f(x)e−iξx dx − 1√

2π

∫
R
f
∂

∂x
e−iξx dx

(2)
= iξf̂ .

Aufgabe 2. Sei zunächst j ∈ N0 und x ∈ R beliebig. Dann ist H1(x) = 2x = 2xH0(x)−H ′0(x). Für
j > 0 gilt

H ′j(x) = (−1)j2xex
2 dj

dxj
e−x

2

+ (−1)jex
2 dj+1

dxj+1
e−x

2

= 2xHj −Hj+1. (3)
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Das zeigt die im Hinweis behauptete Identität. Damit folgt nun für j ∈ N0

ψ′j = H ′je
− x22 − xHje

− x22

= H ′je
− x22 − xψj

(3)
= (2xHj −Hj+1)e

− x22 − xψj
= 2xψj − ψj+1 − xψj
= xψj − ψj+1. (4)

Das zeigt die linke Identität. Es gilt weiter(
ψ̂j

)′
(ξ) =

d

dξ

1√
2π

∫
R
ψj(x)e

−iξx dx

=
1√
2π

∫
R
ψj

∂

∂ξ
e−iξx dx

= −i 1√
2π

∫
R
xψje

−iξx dx

= −ix̂ψj
(4)
= −iψ̂j+1 − iψ̂′j
0.3
= −iψ̂j+1 − i(iξψ̂j)

Damit folgt

ψ̂j+1 = i(ψ̂j)
′ − iξψ̂j

= −i(ξψ̂j − (ψ̂j)
′). (5)

Folgere die Behauptung nun per Induktion nach j. Für j = 0 ist ψ0 = H0e
− x22 = e−

x2

2 . Also ψ0 ist
die Gauÿfunktion und damit folgt ψ̂0 = λ0ψ0 mit λ0 := 1. Sei die Behauptung nun gezeigt für j ∈ N.
Dann gilt ausgehend von (5) für ξ ∈ R:

ψ̂j+1(ξ) = −i(ξψ̂j(ξ)− (ψ̂j)
′(ξ))

IV
= −i(ξλjψj(ξ)− λjψ′j(ξ))
= −iλj(ξψj(ξ)− ψ′j(ξ))
(4)
= −iλjψj+1.

Mit λj+1 := −iλj ∈ {±1,±i} folgt die Behauptung.

Aufgabe 3. Seien α > 0 und y ∈ Rn. Zunächst ist wegen |e−iϕ| = 1 für ϕ ∈ R und f, τyf(x), δαf(x) ∈
S (Rn) und Aufgabe 1 (b) auch fe−iξx, τyfe−iξx, δαfe−iξx ∈ L1(Rn). Sei im folgenden ξ ∈ Rn.

a) Mit der Vorbemerkung ist der Transformationssatz anwendbar mit z = x− y. Dann folgt:

τ̂yf(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(x− y)e−iξ·x dx

Trafo
=

1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(z)e−iξ·(z+y) dz

= e−iξ·y
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(z)e−iξ·z dz

= e−iξ·y f̂(ξ).

b) Mit der Vorbemerkung ist der Transformationssatz anwendbar mit z = αx. Dann ist det(Dz) =
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αn und es folgt

δ̂αf(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(αx)e−iξx dx

Trafo
=

1

(2π)
n
2

∫
Rn

1

αn
f(z)e−iξ·

z
α dz

=
1

αn
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(z)e−i(

ξ
α )·z dz

=
1

αn
f̂

(
ξ

α

)
.

c) Es ist f, g ∈ L1(Rn). Damit folgt∫
Rn

∫
Rn
|f(y)g(y − x)e−iξ·x|dy dx =

∫
Rn

∫
Rn
|f(y)g(y − x)|dy dx

=

∫
Rn

(|f | ∗ |g|)(x) dx

= ‖|f | ∗ |g|‖L1(Rn)
Zettel 7
< ∞.

Damit ist Fubini anwendbar und es gilt

f̂ · g(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

[∫
Rn
f(y)g(x− y) dy

]
e−iξ·x dx

Fubini
=

1

(2π)
n
2

∫
Rn

[∫
Rn
f(y)g(x− y)e−iξ·x dx

]
dy

=

∫
Rn
f(y)

[
1

(2π)
n
2

∫
Rn
τyg(x− y)e−iξ·x dx

]
dy

=

∫
Rn
f(y)τ̂yg(ξ) dy

(a)
= ĝ(ξ)

∫
Rn
f(y)e−iξ·y dy

= (2π)
n
2 ĝ(ξ)f̂(ξ).

Lemma 0.4. Seien n,m ∈ N mit m ≤ n und g ∈ S (Rm). Dann ist g ◦ τmn ∈ S (Rn), wobei
τmn : Rn → Rm mit τmn (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm) für x ∈ Rn.

Für m = 1 ist weiterhin g ◦ πni ∈ S (Rn), wobei πni : R→ Rn mit πni (x1, . . . , xn) = xi für x ∈ Rn
und i ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Seien α, β ∈ Nn0 beliebig. Falls βj 6= 0 für einm < j ≤ n. Dann ist ∂βτi = 0 ∀i = 1, . . . ,m. Also
auch ∂β(g ◦ τ) = 0. Sei also βj = 0 für m < j ≤ n und bezeichne ν := (β1, . . . , βm). Weiter gilt für x ∈
Rn, dass |xα| = |xα1

1 ·. . .·xαnn | ≤ |x
α1
1 ·. . .·x

αm−1

m−1 ·‖x‖
∑n
i=m αi

∞ |. Setze also µ := (α1, . . . , αm−1,
∑n
i=m αi)

Dann folgt

sup
x∈Rn

|xα∂β(f ◦ τ)| ≤ sup
x∈Rm

|xµ∂νf | <∞.

Im Fall m = 1 existieren die πni und die Argumentation verläuft exakt analog.

Aufgabe 4. Zeige zunächst induktiv, dass f ∈ S (Rn). Für n = 1 trivial, denn f = f1 ∈ S (R). Sei
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nun n ∈ N beliebig und Aussage gezeigt. Dann betrachte τn+1
n , πn+1

i und πni aus 0.4.

f =

n+1∏
i=1

(fi ◦ πn+1
i )

=

n∏
i=1

(fi ◦ πn+1
i ) · (fn+1 ◦ πn+1

n+1)

=

∈S (Rn+1) nach 0.4︷ ︸︸ ︷
τn+1
n

[ n∏
i=1

(fi ◦ πni )︸ ︷︷ ︸
∈S (Rn) nach IV

]
· (fn+1 ◦ πn+1

n+1)︸ ︷︷ ︸
∈S (Rn+1) nach 0.4

.

Nach Aufgabe 1 (c) folgt damit, dass f ∈ S (Rn+1). Das beendet die Induktion.

Nun ist insbesondere f ∈ L1(Rn), d.h. Fubini ist anwendbar. Damit folgt für x ∈ Rn:

f̂(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

n∏
i=1

fi(xi)e
−iξ·x dx

Fubini
=

1

(2π)
n
2

∫
R
f1(x1) dx1

∫
R
. . .

∫
R
fn(xn)e

−iξ·x dxn

ξ·x=
∑n
i=1 ξixi=

n∏
i=1

1√
2π

∫
R
fi(xi)e

−iξixi dxi

=

n∏
i=1

f̂i(ξi).
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