Analysis 3: Ubungsblatt 9 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Lemma 0.1. Es gilt

1
—— dy =n.
/RlerQ Y

Beweis. Betrachte f,, == ﬁx[,n)n]. Da 1> > 0folgt f, /* 175 Aukerdem ist f, stetig und daher
messbar, insbesondere Riemann-integrierbar und dieses stimmt auf dem kompakten Intervall [—n,n]
mit dem Lebesgue-Integral iiberein. Weiter ist —L tan(z) = 1+ tan?(z). Also folgt mit monotoner
Konvergenz und dem Transformationssatz

1
—d = lim ndx
/]R 1+ y2 Y n—oo Jp f
o1
= lim dy

n—oo [_ 1+ y?
arctan(n) 1+ tanz(z)
N0 Jarctan(—n) 1+ tan (Z)

= lim [arctan(n) — arctan(—n)]
n— oo

= lim arctan(n) — lim arctan(—n)
n— oo

n—oo
_ T,
B 22
= .
O
Lemma 0.2. Fir f,g: X — [0,00) gilt
sup fg < sup f - sup g.
zeX zeX zeX
Beweis. Es gilt
sup [fgl = sup{f(x)g(z) |z € X}
fAS
< sup{f(z)g(y) | =,y € X}
,9=>0
P20 sup{f(x) |« € X} - sup{g(x) | = € X}
= supf-supg.
zeX zeX
O

Aufgabe 1. a) Seien f,g € Z(R") und a,b € C. Dann ist af + bg € C°(R™,C). Weiter seien
a, B € N beliebig. Dann gilt

sup |z%9s(af +bg)| = sup |ax®dsf + bx“Ogg]
z€Rn zERN

<la| sup |z*0gf|+|b| sup |x“ag|
TER™ TER™

<oo <oo
< 0Q.
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b) Sei f € . (R™) und p € [1, 00]. Falls p = oo, dann gilt

| fllLe =ess sup |f] < sup |f| < 0.
zERP zER"

Es geniigt die Aussage fiir p = 1 zu zeigen, denn wenn f € L'(R™) und p > 1, dann folgt direkt

[ ifras = [ i

< sup |fPP! / flda
zERn

0.2 p—1

< (swlf1) Sl
zER™ S~
N—_—— <00

<00

< 0.

Setze nun S = sup,epn |[I1o; (1 +22)f|. Es ist [[;_;(1 + 2?) = 3,4 z*. Dabei bezeichne
a<l < «a; <1Vie{l,...,n}. Damit folgt B

: ‘

S = sup H(l—{—xf)f

zeR™ |

=1

= sup Zxo‘f

xeR™ a<l

< 00. (1)

Es ist auferdem ], (1 4+ 2?) > 0 und messbar, also Fubini anwendbar. Damit folgt nun

[ iras - /H1+x o
1
= Ve Tnara ™

Fubini
o ST | —— da
E/RH:C? ‘

= Sz"

1)
< oQ.

(=}
=

—

Also f € L*(R™).

c) Seien f,g € .Z(R™). Dann sind f, g € C*°(R",C) und mit Produktregel auch fg € C*(R",C).
Seien nun «, 8 € Nj. Dann ex. nach Produktregel ein N € N und \; € Ng mit v;, u; € Ng, s.d.

N
105(f9) =D Xi(00,f)(9u:9)-

k=1

Damit folgt nun

N
sup [2905(f9)l = sup |23 N0 ) (D9)
=1

zERN zERN
N
< Z)\Z sup |$a(al/1f)(alhg)|
i—1 vER"
02 N o P
< ZA xseuﬂg |0y, f|- SUP |04, 9]
5o <60
< 00.
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Lemma 0.3. Sei f € .(R). Dann gilt fiir { € R

Beweis. Zunichst sei £ € R. Dann betrachte

9 —i€x
In = %fe ¢ X[—n,n]-

Dann ist
0 —i€x
gal = 52T [Xenm)
o .
< o —ix
< Pt
_ af —i€x . —ifx
= Bxe ikfe
< Of piea| 4 |ik fe~ " |
oz
le¢*=1 | Of ,
2|3

Die rechte Seite ist in L!(R), denn f, d,f € .(R) und damit nach Aufgabe 1 f,0,f € L*(R) und
%’ + |i€||f] € L*(R). Da aukerdem g,, — %f@’igz und g,, messbar, folgt mit

dem Satz von der dominierten Konvergenz und dem Hauptsatz (g, auf kompaktem Intervall [—n, n]
stetig und R.-integrierbar, d.h. Lebesgue und R-Integral stimmen iiberein):

) .
—iéx
/]R Ox fede

damit insbesondere

n— oo

= lim [ g,dx
R
n

P .
= li — fe ¥
im o fe dz

n—oo J_

n

= | lim [f(n)e™"" — f(-n)e""]

|ef'i‘°|:1
e . . B
< lim [f(n)[+ lim |f(=n)]
TeZ® g 2)

Damit folgt nun

= \/%/Rf’(x)e_i&dx

1 9 it g, L [ 20 i
E/R%f(m)e dz \/ﬂ/Rfaxe dz
= icf.

—
-

O

Aufgabe 2. Sei zunichst j € Ny und z € R beliebig. Dann ist H;(z) = 2z = 2xHy(x) — Hy(z). Fir
Jj > 0gilt

; d‘7 2 3 2 d]+1 2
/ — (_1)\J x? —x 1\ o —x
Hi(z) = (=1)"2xe 27 ¢ + (—1)%e e
= QI‘H] - Hj+1. (3)
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Das zeigt die im Hinweis behauptete Identitéit. Damit folgt nun fiir j € Ny

2 22

/o ) —Z_ L
Y; Hiem = —aHje >

2
;) oz
Hje 'z —av;

x

(2.’EHJ — ITZ'ijl)e_T — {E’l/Jj
= 205 — hjp1 — 2y
TYj — Yjy1. (4)

Das zeigt die linke Identitdt. Es gilt weiter

(%)/(f) = ;g\/%/R%(x)eisz dz

1 o _,
_ Y —ikx d
—TW/R% 356 T
. 1 —i€x
fzm/Rm/)je £ do
—iz;
= —ihjp1 — i)

22 i — (i)

—
w
=

M)

—
s

Damit folgt

bi1 = i(dy) —i€d;
= —i(€d; — (1)) (5)

22

Folgere die Behauptung nun per Induktion nach j. Fir j = 0 ist ¥y = Hpe™ 2 = e_%. Also g ist
die Gauffunktion und damit folgt g = Ag1bp mit Ag := 1. Sei die Behauptung nun gezeigt fiir j € N.
Dann gilt ausgehend von (5) fiir £ € R:

Dia1(6) = —i(€;(6) — ()'(€)
= —i(EA 5 (8) — A (€))
=i (€95(8) — ¥5(8))
= —iAjthjq1.

Mit A1 = —i\; € {£1, £i} folgt die Behauptung.

=

—
N3

Aufgabe 3. Seien o > 0 und y € R™. Zunéchst ist wegen |e~¢| = 1 fiir ¢ € Rund f, 7, f(2), 0 f(x) €
Z(R™) und Aufgabe 1 (b) auch fe=%® 7, fe=%= §,fe~%* € L1(R"). Sei im folgenden ¢ € R™.

a) Mit der Vorbemerkung ist der Transformationssatz anwendbar mit z = x — y. Dann folgt:

_ 1 ,
f(§) = @)% Jon flz—y)e " da
Tr:afo 1

(271')% Rn

By Je T

(z)eﬂf'(”y) dz

b) Mit der Vorbemerkung ist der Transformationssatz anwendbar mit z = ax. Dann ist det(Dz) =
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o™ und es folgt

O = - az)e %% dg
f(€) G e (az)
Trafo 1 1 i€
= @l /Rn O[nf(,z)e dz
= i ! z efi(g) “dz
am (271')% Rn f( )
- L f(5>_
« [0
¢) Esist f,g € L'(R"). Damit folgt
[ ] 1t - ayas = [ [ i)ty - o)ldyds
= [ (s1+loia)do
RTL
= =gl @n)
Zettel 7
< Q.

Damit ist Fubini anwendbar und es gilt

rap 1 —i&-x
Fo0 = g || s - nay] e aa
(277) 2 n Rn
Fubini 1 it
= Q/ [ Fy)gla —y)e ™ dx] dy
(2m)z Jrn [Jrn
1 S
= / f(y) {(277)3/" Tyg(x —y)e de] dy
— [ rwmu©
Rn
5o | feeray
RW,
= (2m)29(&)f(©).
Lemma 0.4. Seien n,m € N mit m < n und g € #(R™). Dann ist go 77" € #(R"), wobei
v R™ — R™ mit 77 (21, ..., &n) = (X1,...,Tp) fir z € R™.
Fiir m = 1 ist weiterhin g o 7" € .(R"), wobei 7}*: R — R” mit n*(z1,...,2,) = z; fiir x € R"

und i € {1,...,n}.

Beweis. Seien o, f € Nj} beliebig. Falls 3; # 0fiireinm < j < n.Dannist 0g7; =0Vi=1,...,m. Also
auch dz(go7) = 0. Sei also 3; = 0 fiir m < j < n und bezeichne v := (54, .. ., 8,,). Weiter gilt fiir z €

R", dass |z9| = |zt -zl < Jafte Tt Hm||§7:m “|. Setze also p1 = (@1, ..., 1, D g, Qi)
Dann folgt

sup |2%0s(f o7)| < sup |2#0, f| < .

zER® zEeR™
Im Fall m = 1 existieren die 7}* und die Argumentation verlduft exakt analog. O

Aufgabe 4. Zeige zunichst induktiv, dass f € Z(R™). Fiir n = 1 trivial, denn f = f; € #(R). Sei
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n+

nun n € N beliebig und Aussage gezeigt. Dann betrachte 7211, ] ! und i aus 0.4.

+
[

n

(fi © W?H)

~
Il

s
I
—

(fiom™) « (fas10omit])

I

<
Il
-

€ (R"*1) nach 0.4

n
=t TMuiem) | urromit)
i=1 —

———— €. (Rn+1) nach 0.4
€ (R") nach IV

Nach Aufgabe 1 (c) folgt damit, dass f € .(R"*!). Das beendet die Induktion.

Nun ist insbesondere f € L'(R"), d.h. Fubini ist anwendbar. Damit folgt fiir z € R":
fo = oo [T
aF Je L1
ubini 1 By
e ﬁ/fl(l’l)dwl /~-~/fn(xn)e T g
(2m)z Jr R R
Eax=311"_ &z

= —_— i\Z; eilgimi dl’l
1% [ 5w

= Hﬁ(&)-



