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1 FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN

1 Folgen und Reihen von Funktionen

1.1 Funktionenfolgen und gleichmifiige Konvergenz

Definition 1.1. Sei fir n € N, f,,: D — R, D C R eine Funktion. Die Folge (f,)nen konver-

giert punktweise gegen eine Funktion f: D — R falls Vz € D die Folge (f,(x))nen gegen f(z)
konvergiert, d.h.

Ve >0 3IN =N(e,z)>0sd. |fulz)— f(z)]<e

Vn > N.
Beispiel 1.2. (a)
fa(x):0,2] > R
n2x 0<zx< %
fulz) = 2n — n’x %ng %
0 2<z<2
(fn(2))nen konvergiert punktweise gegen f(z) =0 VY € [0, 2
x=0: f,(0) =0= f(0)
0<z<2:Vn>2 f(z)=0=f(x)
(b) fa(z) =2™, fr:[0,1] = R.
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Abbildung 1: f,(z) = 2™ und ihre Grenzfunktion

(F(@))men —22 s f(z) = {1 falls z = 1

punktweise 0 falls 0 <z < 1 ’

Bemerkung 1.3. Punktweiser Limes stetiger Funktionen muss nicht stetig sein.

Definition 1.4. Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f: D — R falls gilt

Ve >0 3N = N(e) s.d. |fn(z) — fla)] <€
Bemerkung 1.5. Ve > 0, 3N = N(e), Vn > N gilt

Vr e Dundn > N.

graph(f,) C e-Umgebung von Graphen von f := {(z,y) € D xR | |y — f(z)| < €}.

Beispiele ?7 (a) und (b) nicht gleichmiRig konvergent, zu (a): Fiir e = § gilt ’fn () -7 (%)’ =n>3
Beispiel 1.6. f,: [0,2] = R, f,(z) := Lsin(27n - z) konvergiert gleichmifig gegen f(z) = 0.

n— oo

|sin(2mn - z)| <1 Vez e R = fu(z) —— 0 Vz €]0,2] = punktweise Konvergenz.
Sei nun € > 0, dann AN € N mit % < e. Damit folgt

1
VYn >N |fu(z)] < N <€ Vx = gleichméfige Konvergenz.
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Abbildung 2: Links: ,,e-Schlauch”, Rechts: 7?7 (b) nicht gleichméfig konvergent

Bemerkung 1.7. Konvergiert f,,: D — R gleichmifig gegen f: D — R, dann konvergiert f,, punkt-
weise gegen f. Die Umkehrung gilt nicht, sieche ?? (a) und (b).

Satz 1.8 (GleichméBiger Limes stetiger Funktionen ist stetig). Es sei D C R und f,: D — R
Vn € N stetig in D. Sei (f,)nen gleichméRig konvergent gegen f: D — R. Dann gilt: f ist stetig
in D.

Beweis. Seien xg € D und € > 0. Zu zeigen: 30 > 0Vz € D: |z —xo] < § = |f(x) — f(xo)] < e.

(fa)nen —=2— f = INeNs.d. ¥n> N Vze D gilt |f,(z) — f(z)| < g

gleichméfig

fn stetigin g = 30 s.d. Vz € D gilt |z — 20| < = |fn(z) — fu(z0)] < g
Zusammen: Vz mit |z — zg] < 4§ gilt:

[f(2) = f(zo)| = [/ (2) = ful@) + fu(2) = fulwo) + fulz0) — f(20)|

< [f(@) = fa(@)] + [ fo(x) = falzo)| + | fu(zo) — f(20)]
€ € €
< 3 + 3 + 3
=e.
O
1.2 Der Funktionenraum C|a, b]
Definition 1.9 (Maximumnorm || - ||oo). Es sei D ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall

I =la,b] und f: [a,b] — R (oder C) stetig. Dann

[flloo := max{|f(z)| | = € [a,b]}.

Das Maximum existiert wegen der Stetigkeit des Absolutbetrags und weil [a,b] beschriankt und
abgeschlossen ist.

Satz 1.10 (]| - ||co und gleichméfige Konvergenz). Es sei D = [a,b] und f: [a,b] — R stetig. Dann
gilt
(i) (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f: [a,b] = R <= ||fn — flloo = 0, n = 0

(ii) Cauchy-Kriterium: (f,)nen konvergiert gleichméfbig auf [a,b] <= Ve > 0 3Ny € N, s.d.
VYn,m > Ng gilt || fn — finlloo < €
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Beweis. (i) ,, == ": Sei € > 0. Dann AN € Ns.d. |f,,(z) — f(z)| < § Yz € [a,b] und ¥n > N. Damit
folgt:

max [ fu(2) = f(@)] = fu = flloo < 5 <€ = [|fa— flloc 22 0.
z€la,b] 2

,<=":Sei e > 0. Wegen || fn — flloo ——= 03N € N s.d. |[fn — flloc < € ¥n > N. Damit folgt
VYn > N und Vz € [a, b]

|[fr(x) — f(z)] < max_|fn(z) = f(@)] = |Ifn — flloo < € = gleichméfige Konvergenz.

z€Ja,b]
(ii) ,, =" (fn)nen konvergiert gleichméfig auf [a,b], d.h. 3f : [a,0] = R s.d. f, 1 ":wﬁ
gleichméafig
Sei € > 0, dann ANy € N s.d. |fn(z) — f(z)| < § Vn > Ny und Vz € [a, b].
Damit gilt ¥n,m > Ny und Vz € [a, b]:
€ € €
@) = £ < al2) = J@)| 4 1) ~ fnla)] < 4 & =
€
= max (@) = fm(@)] = fa = fmlloc < 5 <€ Vn,m = No.

, <" Sei € >0, dann Ny € N, s.d.
€
|fn(x) - fm(x” < ||fn - fm”oo < ) Vn,m > Ng Vz € [a, b]
= (fn(2))nen ist eine Cauchy-Folge in R.
= (fn(2))nen konvergiert
= Definiere f(z) :=lim, o fn(z), x € [a,]].

Dann gilt Vn > Ny, Vz € [a, b]:

|[fr(x) — f(z)| = lm |fu(z) — fi(2)] < % = (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
m—r o0

Bemerkung 1.11. | - ||o erfiillt s.g. Normeigenschaften:

(N1) Ifllec =0 = f(x) =0,z € [a,b] (Definitheit)
(N2) [[aflloo = || - || flloos @ € R (Homogenitét)

(N3) [If + glloo <[ fllc + ll9llco (Dreiecksungleichung)

folgen direkt aus den Eigenschaften des Absolutbetrags.

Definition 1.12. Der Funktionenraum Cfa, b] definiert durch
Cla,b] :=={f: [a,b] = R | f stetig },

ist mit || f||o ein normierter Vektorraum.

Satz 1.13 (Vollstandigkeit). Der Raum Cfa,b] ist vollstindig beziiglich gleichméRiger Konver-
genz, d.h. jede Cauchy-Folge von Funktionen aus C|[a, b] besitzt einen Limes in Cfa, b]

Beweis. Rannacher O
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1.3 Integration und Grenziiberginge

Wichtige Frage: Wenn f, — f, gilt dann auch ff Jn — f; 17

Satz 1.14. Seien f,: [a,b] — R stetige Riemann-integrierbare Funktionen und f: [a,b] — R mit

lfn— flloo 270 (gleichméBige Konvergenz). Dann gilt f stetig und Riemann-integrierbar und

Jim | fn dx—/f dac—/ Tim_fu(w)da

n—oo

Beweis. fy, f = f stetig = f Riemann-integrierbar.

gleichméfig

Es gilt

bfn(r)dx— bf(:z:)dx =
[, o= |

b
g/ (@) — f(2)|dz < max |fu(z) — F(2)].

z€[a,b]

_”fn f”oo (b_a)
L — OO o beschriankt
O]

b
/ (fule) — f(a))da

Satz 1.15. Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen (n € N) und die Reihe Y7 f, konvergiere

gleichméfig auf [a, b], d.h. die Folge der Partialsummen (Zg:o fn)nen sei gleichméfig konvergent.
Dann gilt:

x) = an(x) YV € [a,b].
n=0

ist stetig und Riemann-integrierbar und

/bf(x)dx—i/bfn(x)d:v
/aan da:—z/ fule

d.h. die Reihe wird gliedweise integriert.

Beweis. f, sind stetig =—- Eg:o fn(x) stetig und Riemann-integrierbar.

Die Folge der Partialsummen (ZnN:O frn)nen konvergiert gleichméfig, d.h.

x) = Z fn(x) stetig = hm (Z fulx > gleichméfiger Limes.
n=0

Es gilt

/aan v)de =Y /fn d:v+/ab i fon(x)dz

n=N+1
Die Reihe konvergiert gleichméfig, d.h. Ve >0 3dN. €N, s.d. VN > N gilt

/GZfH x)dx

n=N+1

Lan )dz — /fn )da

:>/ an Vdx = hm 0/a fn(x)dxzyi/abfn(x)dx

<e-(b—a)

<e
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Korrolar 1.16 (Integration von Potenzreihen). Es sei > °  a, (z — z)™ eine reelle Potenzreihe
mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert Y~ a,(x—z0)™ in jedem Intervall [zg—7, 2o +7]
fiir 0 < r < p gleichméfig und fiir [a,b] C |zg — p, o + p| gilt

b oo %) a b
n . n n+1
’ T;:Oan(a:—xo) dx—ngzon+1(a:—xo) g

Beweis. Nur die gleichmifige Konvergenz fiir |z — 2| < r ist zu beweisen: Fiir [z — x| <7, r < p
gilt:

0 N ')
Zan(x—xo)" - Zan(x—xo)” = Z an(x — x0)"
n=0 n=0 o) n=N+1 o
|z—z0|<r b
s 2 el
n=N+1
() & n
£y ()
p—¢€
n=N+1
(o] n
_ Z T N—oco 0
p—€ geometrische Reihe ’
n=N+1. ,
<1
1 L 1
B e Y e - d. >
(x):p T r<p—efireine>0 = INg €N, s.d. {/|an| < ;= Vn > No O

ana 2 vorlesung



