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Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Betrachte

F:R" >R, F(x)= %(Ax,x)g — (b, 2)a.

1. Beh.: VF(z) = Az —b.
Beweis. Es ist

F((E) = % En: Qi T5Tq — En:bzfﬂl
i=1

i,j=1
Damit folgt

oF 1 Z
I, = 5 2 Z a;jT; + 2a;;x; | — b;
‘ J=Lii
= aijmj — bl
7j=1

Also folgt

2. Beh.: x* 16st Az = b g.d. wenn z* das eindeutige Minimum von F’ ist.

Beweis. ,, = “: Sei «* Losung von Az = b. Dann ist VF(2*) = Az* —b=b—b = 0. Auferdem
gilt da A symmetrisch
?’F \"
Hf(x):( ) _ A=A
al'ial'j ij=1
Da A positiv definit, ist 2* Minimum von F'. Da A symmetrisch und positiv definit, ist A regular,
also hat VF(z) keine weiteren Nullstellen. z* ist also eindeutiges Minimum.

, <= Sei z* Minimum von F. Dann gilt VF(z*) =0, also Az* — b =0, d.h. Az* = 0. O

3. Seien z,p € R™ mit p # 0. Beh.: g(a) = F(z + ap) nimmt bei

(p,b— Az)y
(p, Ap)2

sein Minimum an.

Beweis. Es ist

9'(a) = (VF(z + ap),p)2 = (Az,p)2 + a(Ap,p)2 — (b, p)2.
Eingesetzt ergibt sich

J <(p,b — Az),

(p, Ap)2 > = (Az,p)2 + (p, b — Az)2 — (b,p)2

= (AZ - bap)Q + (b - A%P)Q
= (07p)2
=0

Weiter gilt da A positiv definit und p # 0:
g"(a) = (Ap,p)2 > 0.

Also ist @ Minimum von g. O
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Aufgabe 2. Sei R 3 a # 0 und
f(z) =2 —a.
L (a) ghle)=1-2 — 0=1-2 — z =2 g¢}(z) =—2 <0. Also ist z = ¢ Maximum
und einziges Extremum von gg, inbes. auf [0, a]. Weiter ist g (%) =7+1L
Wegen g(0) = 1 = g(a) folgt g([0,a]) = [1,14 §].
(b) Fﬁra>,a:éund0<x,y<agilt
2 2

l9(@) = g(y)| = e = = +1 - (y— L +1)|
—lz—y+ (s ~a?)]
= e~y =z~ y)y+ )]

1
— |z~ yllL - ~(y+2)|

—_——
<2a
<z =yl =1
= |z -yl
(c) Aus (b) folgt
1 " —\/a 2
q =1 — = (zF 2% AL \/a.
4 —— a
—2y/a
2’ —a

2. Sei nun
gn(@) =2 — ——
Sei z € R beliebig. Dann ex. mit Taylor ein 7, zwischen z und z und ein 7, zwischen y und =z,

In(2) (@ = 2) + gk (no) (x — 2)?

s.d.
gn(z) =
Restglied
gn (Y) = g (2)(y = 2) + gir(my) (y — 2)?
Restglied
Damit folgt
gn(Y) — gn () = gn (D) (Y = y) + 9% () (¥ — 2)* + gie (my) (y — ).
Es gilt weiter
422 — 222 + 2a 2?+a 1 a
! =1- =1- = -
9 () 402 222 2 252
" _a
gn(z) = 3
Mit z = ZE folgt
1 2a a(z —y)? < 1 1 )
xr) — = - = T — +— | =+ =
o0 = o)1= | (5~ ) =0+ T (5

| |’1 2a +a|m—y<1+1)‘
= |r — y _ — JE— J— .
2 (z+y)? 4 noony
Z:: 3¢ > 0, s.d. fiie |o — v/al, ly - va| <e, |§ - g2+ 2o (L4 %)‘ <1 gilt.
a und 7, — y/a. Damit folgt

Fiir z — /a und y — +/a folgt n, —

—0
—

1 2a +a|x—y|(1+1>_>0
2 (z+y)? 4 \ni '
——— —————
Hﬁ

—4+/a
Also fiir € klein genug, folgt |g(x) — g(y)| < |z — y| fir |z — al, |y — Va| <e
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3. Es gilt fiir 0 < 2* # /a:

Es gilt damit

0 < (z")? —a)? = (2")* — 2(2")%a + a?
#0
— 4(2")?%a < (2"t + 2(2")%a + a®
— 2Fa < (2%)? +a =257 - (%) +a

k2
=  Va<H - EgEtes ()

Fiir z¥ > \/a gilt zudem

k2
oF Lk (") —a
22k
———
>0
< zF.

Damit folgt fiir ¥ > \/a konvergiert 2**! monoton gegen \/a. Falls z* < \/a, dann ist wegen
(¥) 281 > /a. Dann tritt wieder der erste Fall ein und es liegt ebenfalls Konvergenz vor.

Aufgabe 3. Sei f: R™ — R™. Betrachte
F(z) = | f(2)]3

und
H(a) = || f(«*) + aJp(«")p"|3.

Es gilt
T
H' (o) =2 [f(z") + aJp (2F)p*]" Ty (a¥)p*
=2 [(fa", Iy (@®)p")a + a(Jy(2")p", J5 (2" )p")s]
Oopt eingesetzt ergibt

H' (agpt) = 2 [(f(2*, Tp(a")p")2 — (f(2*), Tp (2")p")s]

Weiter ist wegen p* # 0

H' (@) = (Jp(z®)p*, T (2F)p*)2
> 0.

Also hat H bei ap; ein Minimum.

Iterationen:

1. Relaxation:
Ik-H — .Z'k + aoptf(xk)~

2. Gradientenverfahren: Es gilt

Sf; = Z 2fi(x) % =2(f(2), (J5(2))jte spalte)y = VF = 2J7(z") f(*),

Damit folgt
T = 2k — 20, T (2F) f(2F).

3. Newton-Verfahren:
ot =gk ¢ aothfl(xk)f(ack).
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Aufgabe 4. Siehe prog nonlinear solvers methods.cc und prog nonlinear solvers fractal.cc.

Nullstellen mit Newtonverfahren sie Programmcode. Gewéhlte Parameter fiir Relaxationsverfahren:
Startpunkt (2,1)7, o = 0.35. Damit konvergiert das Verfahren in 49 Iterationsschritten mit einer
Abweichung von || f(x;)|l2 < 10715,

I
2000 4000 6000 8000 10000

Abbildung 1: Links: Veriindertes Raster, Rechts: Polynom z* — 323 4 5z + 3



