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Aufgabe A40 A41 A42 A43 >

Punkte

Aufgabe 40. Sei R ein nullteilerfreier Ring und M ein R-Modul.

(a) Beh.: Auf der Menge R x (R \ {0}) wird durch (ry,s1) ~ (r2,82) <= 71182 = 71281 €ine
Aquivalenzrelation definiert.

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie sind klar.

Seien weiter 11, 72,73 € R und s1, 82,83 € R\ {0} mit (r1,$1) ~ (re, s2) und (re, $3) ~ (rs, s3).
Dann gilt
182 = 1281 A\ 283 — SaTs3.

Damit folgt
T182 S3 = T283 S1 = S2T'153
~—~ ~—~
=T281 =82T3
— 82(7“133) = 82(517’3)
— 82(T183 — 817“3) =0.
Da s9 # 0 und R nullteilerfrei, folgt
r183 —s113 =0 = 1153 = s1r3 = (r1,51) ~ (r3,53).

Das zeigt die Transitivitit von ~ und damit die Behauptung. O

(b) Beh.: Die Operationen
ryo T2 r1S2 + T251 L T2 172
—+——=—— und — —:i=—
S1 52 5152 S1  S2 5152

sind wohldefiniert.

Beweis. Seien r1,71,73 € R und s1, 81,52 € R\ {0} mit (r1,s1) ~ (71, §1)-
7.7.: (7’182 + 981, 8152) ~ (’Flsg + 7’251, 5182). Es ist

(r1s2 + 1251)8152 = 71525152 + 172515152

r181="T181

51527182 4 72515152
= $182(T182 + r281).

Damit folgt die Behauptung.

Z.z.: (rira, $182) ~ (71712, 8152). Es ist

r181=7151

T17‘2.§182 51827’~1’I‘2.

Damit folgt die Behauptung.
Wohldefiniertheit folgt fiir zweites Argument aus Symmetriegriinden. O
(c) Beh.: Auf der Menge M x (R\ {0}) wird durch
(x1,71) ~ (x2,72) <= Is € R\ {0} mit srizo = srazy
eine Aquivalenzrelation definiert.

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie sind klar.

Seien weiter x1, 2,23 € Rund r1,re, 73 € R\ {0} mit (z1,71) ~ (z2,72) und (z2,72) ~ (23,73).
Dann ex. s1,82 € R\ {0} mit s17129 = s1rex1 und Ssarazs = Sor3xs.

Definiere s := s189r9. Es ist s # 0, da $1, 82,72 € R\ {0} und R nullteilerfrei. Dann folgt
§182T9 * T XT3 = §1T'1 S9T9X3 = S2T3 S1T1 Ty = 8185972 - I'sd.
S—— ——
=82T3T2 81T2T1

Das zeigt die Transitivitdt von ~ und damit die Behauptung. O
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(d)

Beh.: Mit R =Z und M = Z/2Z ist die gegebene Relation nicht transitiv.

Beweis. Es ist
(1,1) ~ (0,2) A (0,2) ~ (0,1),

denn 1-2=0=1-0und 0-1=0=2-0. Aber 1-1=1#0=1-0. Alsoist (1,1) % (0,1) O

0
Aufgabe 41. (a) Beh.: Seien R ein nullteilerfreier Ring und M ein e.e. R-Modul. Dann sind die

folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) M ist ein Torsions-R-Modul
(ii) Es gilt Ann(M) # (0)

Beweis. (i) = (ii): Sei T(M) = M. Da M e.e. existiert ein endliches ES. {zy,...,2,} C M
von M. Da z1,...,2, € M =T (M) existieren s1,...,8, € R\ {0} mit

T181 = TaS2 = ... =TpSp =0 (%).
Wiahle a == s1 - ... s,. Esist a # 0, da s1,...,8, # 0 und R nullteilerfrei. Sei nun m € M
beliebig. Dann ex. aq,...,a, € R mit m = Z?:l a;x;. Damit folgt

n n
(*)
am = ao;T; = ;81 ... Spx; = 0.
i=1 i=1

Damit ist 0 # a € Ann(M), also Ann(M) # (0).
(i) = (i): Sei a € Ann(M) mit a # 0. Dann gilt ¥m € M: am = 0. Da a # 0 folgt m € T (M),

also M =T (M). O
Sei R =7 und M = ®,eNZ/2"Z.
Beh.: M ist ein Torsions- R-Modul.

Beweis. Sei m € M beliebig. Dann ex. m; € Z/2'Z mit m = (m;);eny wobei m; = 0 fiir fast alle
1 € N. Es ex. also eine Indexmenge I C N mit #] < ocos.d. m; 20Vi € [ und m; = 0Vi € N\ I

Definiere nun '
a:=|1]2"
iel
a ist wohldefiniert, da I endlich ist. AuRerdem gilt a # 0 da 2 # 0 Vi € N und Z nullteilerfrei.

Weiter gilt Vi € I: a-m; = 0, denn Ir; € Z mit m; = r; + Z/2'Z. Da 2 | a ex. s; € Z mit
a = s; - 2. Damit folgt

am; =a(r; +2'Z) = ;12" +2'2 =22 =0 € Z/2'Z.
Insgesamt folgt damit (am); =0 Vi € N, also am = 0. O
Beh.: Ann(M) = (0).

Beweis. Ang. 3a € Ann(M) mit a # 0. Dann ist @ € Z und es ex. k € N s.d. 2¥ > |a|. Damit
folgt 2% { a, also a #Z 0 (mod 2%) (). Wihle nun m := (my, ma,...) mit

0 i#2F
m; = § — .
1 =2k

Es ist m; = 0 fiir fast alle ¢ € N also m € M, aber
_ (%)
a-mp=a-1=a+2'Z+#0.

Damit folgt am # 0, also a ¢ Ann(M) 4. O

Aufgabe 42. Sei M der R[t]-Modul R[t]/(t?).

(a)

Beh.: T(M) = M.
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Beweis. Sei f € R[t]/(t?) beliebig. Dann wihle a := t> € R[t]. Es ist a # 0 und
am = t*f 4+ (1*) = (t*) = 0 € R[t]/(t?).

Beh.: Rang(M) = 0.

Beweis. Sei m € M. Dann ist m € T(M). Also ex. s € R[¢] \ {0} mit sm = 0. Also ist m linear
abhéngig. Die max. Anzahl L.u. Elemente in M ist also 0. Damit folgt die Behauptung. O

Beh (i).: B = {1,%} ist Basis von R[t]/(#?) als R-Modul.
Beweis. Sei f € R[t]/(t?) beliebig. R ist Korper, also ist R[¢] Euklidscher Ring. Also existieren
r,q € R[t] mit deg(r) < deg(¢?) = 2 und

f=qt* +r.

Da deg(r) < 2 ex. ag,a; € R mit
r=ag+ at.

Damit folgt

F=f+E) =q®>+r+ ) =ag + art + (t*) = a1 + a1 1.
Also ist B ES. von R[t]/(t?) als R-Modul.

Seien auferdem weiter a,b € R mit
al+bt=0 = a+bt+(t*)=0 = a+btc(t?).

Wegen deg(a + bt) < 1 folgt a = b = 0. Also B L.u. und B Basis von R[t]/(t?) als R- Modul. O
Beh.: R[t]/(t?) ist torsionsfreier R-Modul vom Rang 2.

Beweis. Wegen (i) ist R[t]/(t?) frei mit Rang 2 als R-Modul und damit auch torsionsfrei nach
VL. =

Beh.: /(M) = 2 mit Kompositionsfaktoren ¢/(¢?) und R[t]/(¢?).

Beweis. Nach VL sind die Untermoduln von R[t]/(¢?) gerade die Untermoduln N von R[t] mit
(t?) C N. Diese sind gerade die Ideale N im HIR R[¢] mit (#?) C N, also {(t?), (t), (1)}. Damit
sind die Untermoduln von R[t]/(#?) gegeben als

{)/(#),(1)/), 1)/} = {0,(1)/ (%), R[]/ (%)} .
Als langste Filtrierung ergibt sich damit sofort
0& (1)/(t") S RIE/(£).

Also folgt ¢(M) = 2. Die Kompositionsfaktoren ergeben sich unter Benutzung der Isomorphie-
sitze der VL als:

((0)/(#)/0 = (t)/(t?)
(L)/EN/(®)/ (%) = (1)/(&) =R[t]/(£).
Diese sind nach VL einfach, da die Filtrierung Linge 2 = ¢(M) hat. O

Aufgabe 43. Seien R ein Ring und M, N zwei R-Moduln und ¢: M — N ein R-Mod.hom.

(a)

Beh.: Es gilt £(ker ¢) = {(im ¢) = {(M).

Beweis. Definiere ¢: M — im ¢, m — ¢(m). Dann ist ¢ surjektiv. Sei weiter ¢: ker ¢ — M die
kanonische Inklusion. Da ¢ injektiv und im ¢ = ker ¢ = ker ¢ ist die kurze Folge

0—kerpo— M —imp —0

exakt. Also folgt (ker o) + £(im ) = £(M). O
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(b)

Beh.: Fiir /(M) < oo gilt £(L) < £(M) fiir jeden echten R-Untermodul L G M.

Beweis. Sei (M) =nund L G M Untermodul. Ang.: £(L) > n. Dann ex. Filtrierung von L der
Lange n:
0GL1GLG...SLy=L.

Dann ist aber
O;ngLQ;...;L;M

eine Filtrierung von M der Linge n + 1 $ O
Beh.: Fiir £(M) < co und N = M gilt

@ injektiv <= ¢ surjektiv <= ¢ bijektiv.

Beweis. (i) = (ii): Sei ¢ injektiv. Dann ist ker ¢ = 0. Also ¢(ker ¢) = 0. Damit folgt aus (a)
M) = l(ker @) + £(im ¢) = {(im ).

Da ¢(M) < oo und im ¢ Untermodul von M, aber £(im ¢) = ¢(M) folgt mit (b), dass im ¢ kein
echter Untermodul von M ist. Also folgt im ¢ = M, also ¢ surjektiv.

(ii) = (iii): Sei ¢ surjektiv. g.z.z. ¢ injektiv. Es folgt aus (a):

L(M) = £(im @) + L(ker )
={(M) + L(ker ).

Da ¢(M) € Ny folgt ¢(ker ¢) = 0. Also nach VL ker ¢ = 0, also ¢ injektiv.
(iii) = (i): trivial. O



