Aufgabe 1. Algorithmische Komplexitit

a) Laufzeiten der verschiedenen algorithmischen Komplexitéiten f(n) fiir 2n in Abhingigkeit von der

Ausgangslaufzeit fiir n.

f(n)

4 Sekunden

10 Sekunden

100 Sekunden
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eweisen Sie folgende Behauptungen
(a) 22 =0(z*) <= a—b<0

Beweis. Seien a,b,z € R mit x > 1
Zu zeigen: dc € R: z* < cxb <= a<b
Wegen x > 1 ist In(z) > 0 und In(x) streng monoton steigend, wéhle ¢ > 1, dann folgt:
a<b
< In(z)-a <In(z)-b<lIn(c)+In(x)-b
<= In(z?) <In(c-b")

— 1% < cxb.

O
(b) log,(z) = ©(log(z)) Va,b € R
Beweis. Seien a,b,x € RT.
Zu zeigen: 3ec € R: log, (x) = ¢ - logy ().
log, () = log,(x)
log,, (x)
1 =1 b)  —=
= log, () = ok (1) 1o
= loga(x) = loga(b) ! ].Ogb((E)
Mit ¢ :=log, (b) folgt damit:
log, () = - log, (x).
O
() a®=00") <= 0<a<b
Beweis. Seien a, b,z € R mit > 0
Zu zeigen: dce R: a” < cb® <= 0<a <)
0<a<bd
= a” <V <HT =b-b"
Mit ¢ := b folgt damit:
a* <c b* = 0<a<h
O



Aufgabe 2. Klassischer Euklidischer Algorithmus

Sei a,b € Ng,a + b > 0 gegeben.

a b=0
geT(a,b) = { ggT(b,a) a<b.
geT(a—b,b) a>b

1. Fiir a > b > 0 gilt:
ggT(a,b) = ggT(a —b,D).

Beweis. Wegen b # 0 und a > b folgt nach Definition:
ggT(a,b) = ggT(a —b,b).

2. Der klassische Euklidische Algorithmus terminiert.

Beweis. Seien (ay,)nen € No und (by,)nen € Ng Folgen mit a3 = a und b = b.
Sei n € N beliebig.

e Falls b, = 0 terminiert der Algorithmus direkt.
e Falls a,, < by, folgt nach Definition:

an+1 = by, und b1 = an < by

Damit folgt:
bn+1 < by.

e Falls a,, > b, folgt nach Definition:
an+1 = (an — by) € Ng und b, 41 = by,
Wegen a,4+1 < a, folgt, dass 3k € N: a4 < b,. Dann tritt wieder der zweite Fall ein, d.h.
brtk+1 < bn.
Damit folgt, dass (by,)nen fiir fast alle n € N streng monoton fallt. Da (b,,),en € No, folgt:
Jk e N: b, = 0.

Damit terminiert der klassische Euklidische Algorithmus immer. O

Aufgabe 3. Binomialkoeffizient

a)

Programm siehe binomial.cc
Fiir n = 35 und k = 18 bendtigt das Programm mehr als 20 Sekunden fiir die Berechnung.

Fiir n = 34 und k = 18 liefert das Programm —2091005866. Das liegt an der begrenzten Grofe
des Datentyps int. Bei Uberschreitung der maximalen Gréfle beginnt der Wert erneut bei dem
Minimalwert des Datentyps int. Deshalb kdnnen wir dann negative Ergebnisse erhalten.

Der Rechenaufwand fiir die rekursive Berechnung des Binomialkoeffizienten ist:
An,O = An,n = An,k>n =1
Ank=An_15-1+An_1k.

Programm siehe binomial _fast.cc

Die schnellere Variante hat die Komplexitét O(n), da die Komplexitét der Fakultatsfunktion O(n)
ist und diese einfach dreimal ausgefiihrt wird.

Programm (c) ist deutlich schneller als Programm (a) fiir grofere Zahlen n und k. Aufgrund
der Verwendung der Fakultdt, wird allerdings schneller die maximale Grofe eines int’s erreicht.
Dadurch erhalten wir bereits fiir recht kleine Werte fiir n und k falsche Ergebnisse.

Ein effizienter Algorithmus berechnet jede Zeile linear iterativ, aus der vorhergehenden Zeile, damit
ist die Komplexitédt O(n).

Der Unterschied entsteht daraus, dass bei (a) einzelne Binomialkoeffizienten mehrfach ausgerechnet
werden miissen und bei (d) jeder Binomialkoeffizient genau einmal ausgerechnet wird.



