Satz 0.1 (Majoranten Kriterium). Es sei > | b, eine reelle Reihe (b, € R Vn € N).

(i) Ist >, b, konvergent und gilt |a,| < b, (a, € C oder R ) fiir fast alle n € N (d.h.
Vn > Ny), so ist >~ ; a, absolut konvergent.

Die Reihe Y7 | b, heift Majorante der Reihe Y 7 | a,,.
(ii) Ist D07, by, divergent und a,, € R mit a,, > |b,| fiir fast alle n € N, so ist die reelle Reihe
>0 | a, divergent. Die Reihe Y 7 | b, heift Minorante der Reihe Y 7 | a,,.

n=1 n=1

Beweis. (1) (Sn)nen, (tn)nen Partialsummen von (ap)nen, (bn)nen. Dann

n

n
|87 — 8m| < Z lag| < Z b, = |tn — tml.

k=m+1 k=m+1

— (Sn)neN ist CF
= (Sn)nen konvergiert.

(ii) Ann. >>° | a, konvergiert = > 7 a, konvergente Majorante zu Y .- b, = > .o b,
konvergiert. Widerspruch.

O

Beispiel 0.2. 1. Y .

<1l Vn.

n n
M= (14+1)" > 1 Vn = — <
(1+1)%=14n Vn m = 1+n

n<n 1<1V
An =ongn Sgn T

= > 7 (3)™ konvergente Majorante fiir Y.~ | 7%

2. Yool 5 st divergent, weil = > & (Vn>1 = )7, ; divergente Minorante.

Satz 0.3 (Quotientenkriterium). Sei (ay)nen eine Folge mit |a,| # 0 fiir fast alle n € N(a,, €
C oder R).

(i) Falls ein 0 < ¢ < 1 mit
‘an+1|

<q VYneN;n> Ny,
|an]

dann ist > ° | a, absolut konvergent.

(i) Falls % >1 Vn > Ny, soist Y o a, divergent.

Kostina glaubt, dass das so stimmt, aber offensichtlich ist sie sich nicht sicher.

Beweis. (1) VYn > Ny gilt:
lan] < glan—1| < ... < q"Mlan,|.

‘G‘NO
qNo

Yoo 1 q" ist konvergente Majorante.

(ii) |an| > Jan—1] > ... > |an] = (an)nen keine Nullfolge = >"° | a,, divergiert.

Beispiel 0.4 (Exponentialreihe). Vz € C :

o0 n

Z % =: exp(z) oder €.

n=0



0.1 Umordnen von Reihen

2 absolut konvergent, fiir alle z € C.

Zahl e :=exp(1) Y7 %

. 2|7t
S LS Y N 2 S B
n! |an] Lzl n+1
n!
Fir n > 2|z| gilt:
ol _ L 1,
|an] n+1 7~ 2

Satz 0.5 (Wurzelkriterium). Es sei >~ a,, eine Reihe (a,, € R oder C ).

(i) Falls3 0< ¢ <1und Ny € N mit
n\/ |an|§q \V/nZNO’
so ist >~ , a, absolut konvergent.

(i) Falls 3Ny mit {/Jan| > 1Vn > No, so ist 300

1. Fiir n > Ny ist |a,| < ¢" = konvergente Majorante

a, divergent.

Beweis.
2. ¥/|an] >1 = |an| > 1 = (an)nen keine Nullfolge = Divergenz.

Bemerkung 0.6. Im Quotientenkriterium und Wurzelkriterium wird gefordert:

@41 bzw. V/|an| < ¢ < 1.
a

|an]

Die Forderung % bzw. {/]a,| < 1 reicht nicht: Bsp.: Y7, + divergent.

Satz 0.7 (Verdichtungskriterium von Cauchy). Sei (an)nen, an € Ry, eine reelle, positive mo-

noton fallende Nullfolge. Dann gilt

oo o
Zak konvergent < Z 2% 4oy, konvergent.
k=1 k=1

Beweis. durch Ubung,.

o 1

Beispiel 0.8. Y ™ | —

1. a<0: (n%)neN keine Nullfolge = >° | -L divergent.

2.a>0.
(1)6
n neN

eine monoton fallende Nullfolge mit

o0 1 o0 Y o0
Z2k (Qk)a = Z(é/—)k = qu'
k=1 =1 =y k=1

mit g = 21—
Falls |¢g| <1 <= konvergenz
d.h. @ > 1 <= konvergenz

0.1 Umordnen von Reihen




0.2 Das Cauchy-Produkt von Reihen

Definition 0.9 (Umordnung). Sei 7 | a,, eine Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung.

n=1

Dann heilt Y07 | ar(n) = ar(1) + @r(2) + - - . eine Umordnung der Reihe Y7 | ay,.

Beispiel 0.10.

i ) 2 + L 1 +... k iert
~72  =1-— -+ - —— 4+ ... konvergiert.
~ n 2 3 4 &
Umordnung;:

1 1+1 1+1+1 1+1+1+1+1 1

2 3 4 5 7 6 9 11 13 15 8
>44>1
SIS (R ...+ . !
2n+1 243 T 2m42n—1/) 2n+2
>2"712n+11,1>%

divergiert!

> (_17):“ konvergent, aber nicht absolut konvergent, deshalb kann eine Umordnung die Konver-

genzeigenschaften drastisch dndern !!!

[e%S)
n=1

Satz 0.11 (Umordnungssatz). Sei Y.~ a, eine absolut konvergente Reihe.

Dann konvergiert jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Forster. O

Bemerkung 0.12. Ist 2311 an eine reelle Reihe, welche konvergiert, aber nicht absolut, so gibt es
zu jedem ¢ € R oder ¢ = +o00 eine Umordnung ar(n), welche gegen ¢ € R konvergiert (oder
divergiert).

0.2 Das Cauchy-Produkt von Reihen

Satz 0.13 (Cauchy-Produkt). Seien Y >°  a, und > ° b, absolut konvergente Reihen. Fiir
n € Ny sei ¢,, definiert durch

oo
Cp = Z arbn—r = agb, + a1b,—1 + ...+ aybg.
k=0

Dann ist die Reihe ) 7 ¢, absolut konvergent mit > > o cn = (30— an) (X negbn)

Beweis. Forster. ]

Bemerkung 0.14. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist wichtig:

oo oo (_1),”
Zan,anmitan::bn:: —"
n=1 n

=1

i

konvergieren, aber ihr Cauchy-Produkt:

n
Cp = E argbn_r, mn € Ny.
k=0

divergiert

Beweis. durch Ubung. O



0.3 Potenzreihen

Beispiel 0.15. Fiir z,y € C gilt

exp(r +y) = exp(z) - exp(y).

Beweis. - -
exp(e) = Y o exply) = > por)
n=0 n=0
Bilde Cauchy-Produkt
Cp = Z akbn,k

k=0

n l’k ynfk

kZ:o K (n—k)!

k=0
I & /n\ 4 o,
=23 ()t =
" k=0 ’
O
Korrolar 0.16. (i) Vz € C gilt (exp(z))~! = exp(—=2)
(ii) Vz € R gilt exp(xz) >0
(iii) Vn € Z ist
e-e-...-e n>0
exp(n)=e"=<¢et.e7l.-. ..t n<0.
1 n =

Beweis. (i) exp(—z) -exp(z) = exp(—z + 2) = exp(0) =1
(ii) Firz e R,x >0ist exp(z) =14+2+...>0

Fiir z < 0 ist (exp(x))~! = (exp(—x)) > 0 = exp(z) > 0.
(iii) Zz.: exp(n) =e™ Vn eN

Vollstandige Induktion:

n =1 :exp(1l) = e nach Definition

n—n+1:exp(n+1)=exp(n)- -exp(l) =e" e ="

Fiir n € Z mit n < 0 gilt:

(exp(n))~t = exp(—n) = e = exp(n) ="

O

0.3 Potenzreihen

Definition 0.17. Eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zo € C ist definiert durch
o0
Z an(z —20)", 2z € C.
n=0

an € C,Vn € Ny

Beispiel 0.18 (Exponentialreihe). > = L 2" mit Entwicklungspunkt 0 € C konvergiert fiir Vz € C.

n=0 n!



0.3 Potenzreihen

Definition 0.19 (Konvergenzradius). Zur Potenzreihe Y.~ ax(z — 20)" definiere den Konver-

genzradius p durch
1

pi= .
hmn—>oo sup ﬂ\// |an|

Satz 0.20. (i) > an(z — 20)" konvergiert absolut Vz € C mit |z — z| < p

(i) D07, an(z — 20)™ divergiert fiir Vz € C mit |z — 29| > p

(iii) fiir |z — 20| = p ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beispiel 0.21.

S S
k a
>, @ D%
k
k=1 k=1
~~ N——
i i = - o zk
divergent fiir |z|=1 div fiir |z TR o

p fiir alle Reihen.



