Ubungsblatt Nr. 5 Christian Merten, Mert Biyikli

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. Es sei K Korper, M eine Menge und mgy € M ein fest gewdhltes Element. In

Vv

w

a)

c)

= Abb(M, K) betrachten wir die Teilmengen U = {f € V' | f(mg) = 0} und

={feV|ve,yeM: f(z) = f(y)}

Zunichst: K ist K-Vektorraum. Damit wird V' = Abb(M, K) mit Oy(m) = 0VYm € M zum
K-Vektorraum.

Damit eine Teilmenge M C V zum Untervektorraum von V wird, muss gelten:
my +mo € M Ymy,mg € M.

und
am; € M Ym; € M,a € K.

Die Inversen der zugehorigen Untergruppe sind gegeben durch

m™ = (=1)km € M Ym € M.
Beh.: U C V ist Untervektorraum.

Beweis. Seien fi, fo € U, a € K beliebig. Zu zeigen: (f1 + f2)(mo) = 0 und (af1)(mo) = 0.

(f1 + f2)(mo) = fi(mo) + f2(mg) =040 =0.

= (fi+fo)eU.
(afi)(mo) = afi(mo) =a-0=0.

= (af1) €U. O
Beh.: W C V ist Untervektorraum

Beweis. Seien f1, fo € W, a € K und z,y € M beliebig. Zu zeigen: (f1+ f2)(z) = (f1 + f2)(y) und
(af1)(x) = (af1)(y)-

(fi+ f2)(@) = fi(2) + fa(z) = fi(y) + f2(y) = (f1 + f2)(y).

= (fi+ f2) e W.
(afi)(@) = afi(z) = afi(y) = (af1)(y).
— (af1) eW. O

Beh.: UNW = {0}

Beweis. Zunichst: 0y (mp) =0 = Oy € U und Oy(z) =0 =0y (y) Yo,y € M = 0y € W.
Daraus folgt Oy e UNW = UNW # 0.

Sei f € UNW beliebig:

Vim € M: f(m) = (o) A f(mo) = 0
=VmeM: f(m)=0
- f = 0y.

Beh.: V=U+W
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Beweis. Sei f € V beliebig.
Zu zeigen: Ju e U,Jw e W: f=u+w
Dann wéhle u € U, s.d.

und w € W, s.d.

w(m) = f(mg) Ym € M.
uw und w sind wohldefiniert, da f Abbildung ist.
Damit folgt:

— )+ w(m) = 3 Fm) = f(mo) + f(mo) = f(m) m # mo
) = ulm) wom) {0+f(mo):f(mo) m=mo’

Aufgabe 2. Es sei K ein Korper, U = Abb ({0,1,...,n},K) und V = Abb ({0,1,...,n+ 1}, K).

YV — K"
= (f(0), f(1),..., f((n+1))
0: VU
fe@=(GE+1)-fE+1)).

a) Beh.: ¢ ist linear.

Beweis. Seien vy,vy € V, a € K beliebig. Zunichst: ¢(v;) wohldefiniert, da v; Abbildung ist und
jedes Tupelelement genau einem Bild von v; zugeordnet wird.

Y(v1 +v2) = ((v1 +v2)(0), (v1 +v2)(1), ..., (v1 +v2)(n+ 1))

= (v1(0) + v2(0),v1(1) + v2(1),...,v1(n+ 1) + va(n + 1))

= (v1(0),v1(1),...,v1(n+ 1)) + (v2(0),v2(1), ..., v2(n + 1))
P(v1) +¢(U2)

Y(av1) = (av1(0), avy
= a(v1(0),v1(
= atp(v1).

(.. vavs (0 4 1))
1),...,o1(n+1)

Beh.: O ist linear.

Beweis. Seien vi,v2 € V, a € K und i € {0,1,...,n} beliebig. Zunichst: d(v1) wohldefiniert, da
v1 Abbildung ist.

O(vi +v2)(i) = (1 + 1) (v1 +v2)(i +1)
=@+1)-(vi(i+1)+v2(i+1))
=@4+1)-v@+1)+GE+1)-va(i+1)
= 0(v1)(4) + O(v2)(i).

Olav)(1) = (1 +1) - (av1)(i+ 1)
=a(i+1)-v1(i+1)
=a-90(v1)(%).

b) Beh.: ¢ ist Isomorphismus.
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Beweis. Zu zeigen: v ist bijektiv.
Seien vy, ve € V mit ¢(v1) = ¢ (v2). Dann

P(v1) = (v1(0),v1(1),...,v1(n + 1)) = (v2(0),v2(1),...,v2(n+ 1)) = P¥(vs)
= v1(k) = va(k) VE € {0,...,n+ 1}
> V1 = V2.

= 1) ist injektiv.

Sei ¢ = (cg,...,cnr1) € K2, dann ex. ein v € V, s.d.

v(k) =c, VE € {0,...,n+1}
= P(v) =c

= 1) ist surjektiv. O
Beh.: 0 surjektiv <= charK ¢ {2,...,n+ 1}

Beweis. Damit 0 surjektiv ist, muss fiir alle u € U ein v € V existieren, s.d. 9(v) = u.
Sei uw € U,k € {0,...,n} beliebig, dann muss fiir v gelten:
O)(k)=(k+1)-v(k+1) =u(k).

Dies ist genau dann wohldefiniert, wenn k + 1 # 0, denn genau dann ex. ein Inverses zu k + 1 und
damit:

v(k+1) = (k+ 1)~ - u(k).

Bleibt zu zeigen: charK ¢ {2,...,n+1} <= k+1#0Vke{0,...,n}.

E+1+#0
k>0
= k + 1 # charK
1<k+1<n+1

= charK =0V charK >n+1
— charK € {2,...,n+ 1}

Bestimmen Sie ¢ (ker K) C K2

Losung.
kerd={f eV |(0(f)) (k) =0Vke{0,1,...n}}.
Damit f € ker 0, muss folglich gelten:
O(f)k=0Vk e {0,1,...,n}.

(k+1) f(k+1)=0Vk € {0,1,...,n}.

Kgg)er
k+1=0Vf(k+1)=0Vke {0,1,...,n}.
Aus (c) folgt: k4+1#0 < char K¢ {2,...,n+1}.

(i) char K ¢ {2,...,n+ 1}: Dann ist kK +1 # 0, d.h.

fk+1)=0Vk € {0,1,...,n}
= f(k)=0Vke{l,...,n+ 1}
= ker0={feV|f(k)=0Vke{l,...,n+1}}.
Damit folgt:
Y(ker 9) ={(a,0,...,0) | a € K}.
——

n—+1-mal
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(ii) char K € {2,...,n+ 1}: Dann gilt fiir k¥ = char K — 1:
k+4+1=char K — 1+ 1 = char K = 0.
Fiir alle k € {0,1,...,n},k # char K — 1, folgt analog zu (i):
flk+1)=0.
Damit folgt:
kerod={feV|fk)=0Vke{l,...,n+1}\ {char K}}.
Damit ergibt sich:
Y(ker 8) = {(ag,ai,...,ans1) € K" |ap =0Vk € {1,...,n+ 1} \ {char K}}.

Aufgabe 3. Es sei K ein Korper und U,V zwei K-Vektorrdume.

a) Beh.: Ist f: U — V linear, ist auch die duale Abbildung f*: V* — U™ linear.

Beweis. Seien 1,02 € V* und a € K beliebig. Zunachst: f*(¢1) wohldefiniert, weil ¢ und f
Abbildungen sind.

fp1+@2) =(pr+w2)of=prof+paof=f"(p1)+ f(p2)
[ (ap1) = (ap1) o f = a(pr0 f) = af(v1).

b) Beh.: Die Auswertungsabbildung ev: U — (U*)*, mit
w (f = f(u))

ist linear.

Beweis. Seien uj,us € U, a € K und f € U* beliebig. Zunéchst: (ev(uy))(f) wohldefiniert, weil
f: U — K Abbildung ist.

(ev(ur + u2))(f) = flur +uz) = flur) + fluz) = (ev(ur))(f) + (ev(u2))(f)
(ev(aur)) (f) = flaw) T = af(ur) = a- (ev(ur))(f).

Aufgabe 4. Es sei K ein Korper und U,V zwei K-Vektorrdume.

a) Beh.: Die Abbildung *: Homg (U, V) — Homg (V*,U*) ist linear.

Beweis. Seien f1, fo € Homg (U,V), ¢ € V* und a € K beliebig. Zundchst: (x(f1))(¢) = ¢ o fi
wohldefiniert, weil ¢ und f; Abbildungen.

@ liﬂear

(i + ) (0) = (fr + 2)) @) = 00 (fi + f2) T % o fi + 0 fo = (x(f1))(0) + (x(f2)) ()
(+(af))(@) = ((af)") (@) = 9o (af) * 2 a - (po fi) = a- (+(f1))(¥).

O
b) Beh.: Ist f: U — V linear und surjektiv, so ist f*: V* — U* injektiv.
Beweis. Seien ¢1,p2 € Homg (V, K) = V* mit f*(¢1) = f*(v2). Dann folgt:
prof=pa0f.
das heifst:
Vu e U: o1(f(u) = pa(f(u)-
Wegen f surjektiv gilt: V = f(U) und damit:
Vo € Vi g1(v) = @2(v).
= P1=¢2
— f* injektiv O



