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1 GRUNDLAGEN

1 Grundlagen

1.1 Mengen und Aussagen

Definition 1.1. Seien A und B Mengen.
e Teilmenge B C A bedeutet: jedes Element von B ist auch Element von A
B ist eine Teilmenge von A; bsp.: N C Z
e Mengengleichheit Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn A C B und B C A.

e Strikte Teilmenge B ist eine strikte Teilmenge von A, wenn es ein Elemnt a € A gibt,
mit a ¢ B.

e Leere Menge oder Nullmenge"(] enthilt keine Elemente.
Es gilt konventionsgemif () € A fiir alle Mengen A

e Vereinigung von A und B: AUB:={a|a€ Aodera € B}

e Durchschnitt von Aund B: ANB:={a|a€Aunda€ B}
¢ Differenz von Aund B: A\B:={a|a€Aunda¢ B}

¢ Produktmenge: A x B:={ (a,b) |la€¢ Aund b€ B }

¢ Disjunkte Mengen A und B sind disjunkt, falls gilt: ANB =0

Bemerkung 1.2. Das ODER im mathematischen Sinne bedeutet das einschliefliche oder und nicht
das entweder oder.

1.2 Wahrheitstabellen

Definition 1.3. Seien V und E Aussagen.
Eine Aussage ist ein Satz, von dem eindeutig feststeht, ob er wahr oder falsch ist.

¢ UND und ODER Man definiere die Verkniipfungen UND A und ODER V wie folgt:

V‘E‘VundE‘VoderE
w|w w w

w | f f
f w f
f f f

2 2

e Negation Man definiere die NICHT-Verkniipfung wie folgt:

V| =V
w f
f w

o Implikation Wenn V gilt, gilt auch E. Man sagt: V ist hinreichende Bedingung fiir F,
oder die Voraussetzungen von V sind hinreichend fiir die Giiltigkeit von E. Die Giiltigkeit
von F ist notwendig fiir die Giiltigkeit von V', oder die Ungiiltigkeit von E impliziert die
Ungiiltigkeit von V. Es gilt: V' = FE ist wahr, falls =V oder F wabhr ist.

V|IE|V=E
w | w w

w | f f
f w w
f f w

e Aquivalenz Man definiere die Aquivalenzrelation V < E als:
V& Esteht fiir V =— Fund F = V.
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4
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Definition 1.4 (Quantoren). Man definiere folgende Quantoren:

e V Allquantor, also als: fiir alle.

¢ J Existenzquantor, also als: es existiert ein.

e ! als: es existiert genau ein a.

Bemerkung 1.5. Hiufig hilft es Aussagen zu negieren. Hierbei gelten folgende Regeln (konnen mit-
hilfe von WT gezeigt werden):

e “(VacA:V(a)) e (Fae A:-V(a))

e (JacA:V(a) e Vae A:-V(a))

Bemerkung 1.6 (Kontraposition). Zwei weitere Hilfsmittel:

o V = E)& (-F = V)
o V&E)s (nE<-V)

Bemerkung 1.7. Zu Quantoren:

e Quantoren miissen immer angegeben werden.

o Die Reihenfolge der Quantoren ist essentiell.
Bsp.: T := Menge aller Topfe, D := Menge aller Deckel, V(a,b) = Deckel b passt auf Topf a.
Va €T :3b € D:V(a,b) ist vermutlich wahr,
e D:VaeT:V(a,b) ist vermutlich falsch.

1.3 Abbildungen

Definition 1.8 (Abbildungen). Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f zwischen A und B f :
A — B ist eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet.
Hierbei nenne man A Definitionsmenge von f und B Wertemenge von f.

Definition 1.9 (Folgen). Zahlenfolgen sind Abbildungen a : N — R. Schreibweise: statt a(n)
wird a, und statt ¢ : N = R wird (a,)nen geschrieben.

Definition 1.10 (injektiv, surjektiv, bijektiv). Es sei f : A — B eine Abbildung.
e Abbildung f heifst injektiv, wenn gilt:
Vay, a2 € A: f(a1) = f(a2) = a1 = as.

e Abbildung f heifit surjektiv wenn gilt:

VoeB:3Ja€ A:b= f(a).

e Abbildung f heifst bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
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Beispiel 1.11. Es sei f eine Abbildung: f : R — R, x — sin(z). Dann ist f weder injektiv, noch
surjektiv.
Jedoch ist f: R — [-1,1], « + sin(x) surjektiv, aber nicht injektiv.

Und f:[-2, T

—% 5] — [=1,1], x + sin(x) ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Definition 1.12 (Bild). Das Bild von A; (unter f):

f(A1)={f(a) |ac Ay }={beB|Jac A :b=f(a)}

Definition 1.13 (Urbild). Das Urbild von By (unter f):

f7'B1) :={a| fla)e B } C A

Definition 1.14 (Inverse). Zu einer bijektiven Abbildung existiert eine sogenannte Umkehrab-
bildung, auch Inverse, die ebenfalls bijektiv ist:

f':B—=Amita=f(b) = b= f(a)

Bemerkung 1.15. Nur bijektive Abbildung besitzen Inverse.
Die Notation f~1(B) hat zwei Bedeutungen:

e Urbild von B unter f

e Bild von B unter f~!

Das Urbild ist also fiir beliebige Abbildungen definiert

Definition 1.16 (Komposition von Abbildungen). Es sein f : A — B und ¢g : B — C Abbildun-
gen. Dann sei:

gof:A—=C, (go f)a):=g(f(a))
Man sagt: g o f heifst g komponiert f.

Definition 1.17 (Morphismen). Seien A und B Mengen mit einer gewissen Operation @4 bzw.
@B, z.B. Addition, Multiplikation.
Die Abbildung f : A — B heifst homomorph (strukturerhaltend ), wenn gilt:

Vai,as € A: fla1 ®aaz) = f(a1) ®a f(az)

Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomorphismus.

Definition 1.18 (Aquivalenzrelation). Aquivalenzrelation auf eine Menge A ist eine Beziehung
a ~ b zwischen Elementen von A mit Eigenschaften

e R; (Relation)fiir Va,b € A gilt entweder a ~ b oder a = b

o Ry(Reflexivitét) a ~ a

e Rs(Symmetrie) a~b = b~a

e Ry(Transitivitit) a ~bund b~c = a~c

Definition 1.19 (Aquivalenzklasse). [a] :={b€ A |b~a }
a heifit Représentant der Aquivalenzklasse [a).
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Beispiel 1.20. N x N
Man definiere folgende Aquivalenzrelation:

(n,m)~ ' ,m):en+m =n"+men-—m=n"-—m’

R; und R sind offenbar erfiillt.

Rsn+m' =n"4+m = (n',m') ~(n,m)

Ry (n,m) ~ (n/,m') und (n/,m’) ~ (n”,m") gilt:

(n/ + m/) + m// — (n/ + m) + m// — (n/ + m//) + m = (m/ + n//) + m
= n+m’=n"4+m = (n,m) ~ (n",m")

Die zugehorigen Aquivalenzklassen bestehen aus allen Paaren natiirlicher Zahlen mit gleicher Differenz.

1.4 Vollstandige Induktion

Beispiel 1.21. Betrachte die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Es gilt:
zn: k- nn+1) .
2
k=1

Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:

2
k=1
Induktionsschritt
ey " n(n—+1) nn+1)+2n+2  (n+1)(n+2)
Zk:Zk+n+1:T+n+1: 5 = 5 .
k=1 k=1
O
Definition 1.22. Seien m,n € Nym <n
Ay Aty - - -5 G € RoDann ap, + @pg1 + ... +an = > g, ax. Fallsm >n, dann Y7 aj :=0
Beispiel 1.23. Definiere rekursiv fiir x € R: 2° := 1 und 2"*! := z - 2", n € Ny Betrachte
n
Zxk =l4z+22+234+2*+.. . +2",zeR.
k=0
Dann heifst
1—-=z
k=0
geometrische Summenformel.
Beweis. Induktionsanfang fiir n = 1:
Itz I+z)(1—2) _ lfo'
11—z 11—z
Induktionsschritt: n —n + 1
n+1 n
L PP
n=0 k=0
_ 1— iZ)"+1 N xn-&-l _ 1— $n+1 (1 _ l‘)(l‘n+1) _ 1— $n+2
1—x 1—x 11—z 1—x
O



1.5 Elemente der Kombinatorik 1 GRUNDLAGEN

Alternativbeweis mit Teleskop-Summe.

l—a" ' =1-a4z—a’422—. .. —2"+2" —2" +1

n+1

n
N
k=0 k=1
n n
S IR e
k=0 k=0
n
= ZZL’k — X
k=0

O

Als Anwendung der geometrischen Summenformel ergeben sich niitzliche Formeln, z.B. Va,b € R und
n € N gilt:

Beweis. Fir a =0 und a = b stimmt die Formel offenbar.
Betrachte geometrische Reihe mit z := 2 3 1

e SR

k=0 k=0
n—1 n—1
a” —b"=(a—b) Z vra=ka" 1 = (a —b) Z an1kpk
k=0 k=0

1.5 Elemente der Kombinatorik
Fir n € N ist die Fakultdt n! rekursiv definiert durch:
:=1undVn e N: (n+ 1) =nl(n+1).

Per Definition 0! :=1

Satz 1.24 (Permutationen). Die Anzahl aller Anordnungen (oder Permutationen) von n € N
Elementen ist nl.

Beweis. Induktionsanfang:

n = 1: Eine Anordnung 1
n = 2: Zwei Anordnungen 12, 21

Induktionsschritt 7 — n 4 1: Anzahl von Anordnungen der Elemente 1,...,n + 1, die das Element
(n+1) auf Platz 1 hat bei beliebiger Anordnung der anderen Elemente nach Induktionsannahme ist n!.
Fiir jedes der n+1 Plitze ergeben sich wieder n! Anordnungen, d.h. insgesamt: n!(n+1) = (n+1)! O

Definition 1.25 (Binomialkoeffizient). Fiir n,k € N definieren wir:
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n>k>1:(:) _ nn—1)...(n—k+1)

n
k=0: =1
(o)

k) ist die Anzahl der k-Elementigen Teilmengen einer n-Elementigen Menge, z.B.: Lotto (469) =
13.983.816.

<n> nn—1)...(n—k+1)
k k!
nn—1)...(n—k+1)(n—k)!
El(n — k)!

Es folgt (3) =1, (”) =1, (’f) = ( " ) =n,Vn € N.

n n—1

Lemma 1.26. Fiir n,k € Nmit 0 < k < n gilt:

-2+

Beweis.

n—1 n—-1\ nm-1)n-2)...n—1—-(k-1)+1) (n—-1)n-2)...(n—1-k+1)
<k—1>+< k )‘ &k —1) * k=1
Cn=1)...(n—k+1)(k+n—k
B k!
nn—1)...(n —k+1) n
B k! :(k>

Bemerkung 1.27. Mit Hilfe der Rekursionsformel
n\ (n-—1 + n—1
k) \k-—1 k)
1
n+ _ (" n n .
kE+1 k E+1

berechnet man die Binomialkoeffizienten explizit, auch bekannt als ,,Pascalsches Dreieck”.

bzw

Satz 1.28 (Binomische Formel). Fiir a,b € R und n € N gilt:

oy =3 ()

(a+b)" = <Z>a" + (?)a”1b+...+ <n7_1 1>ab”1 + <Z>b”.

Beweis durch Induktion. Induktionsanfang n = 1:

1 1
a+b= (O>a+<1)b—1a+1b.

bzw.
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Annahme: Die Formel gilt fiir ein n > 1

Induktionsschritt: n - n +1

(a4 b)"™ = (a+b)(a+b)"

_ n n n n—1 n n—1 n n
—(a—|—b)<(0>a —|—<1)a b+...+(n_1>ab +(n)b>
— (™) gntt ny\ n n 2;n—1 ny\ n

—(0>a +(1)a b+...+<n_1>ab +(n)ab

+ (n>a”b—|— (n)an—1b2_’_.“+< n >ab’n+ (n)bn-i-l

0 1 n—1 n
:<"+1>a"+1+<n+1>a”b+...+<n+1>ab”+(n+1)b"“.
0 1 n n+1

1.6 Grundlegendes iiber Zahlenmengen

N ={1,2,3,...} natiirliche Zahlen.

auf N sind die arithmetischen Operationen ,,+” (Addition) und ,,-” (Multiplikation) definiert. Fiir diese
gelten u.a. die Regeln:

n+m=m+n bzw. n-m = m -n Kommutativitit
(n+m)+k=n+(m+k)bzw. (n-m)-k=mn-(m-k) Assoziativitét
(n+m)-k=n-k+m-k Distributivitét

Subtraktion und Division sind nicht fiir alle Paare der natiirlichen Zahlen definiert (1-2 ¢ N, ¢ N),
d.h. die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der Subtraktion und Division ,unvollsténdig”. Dies bedeutet,
dass fiir n,m € N z.B.: die Gleichung

n+xr=m

nicht immer 16sbar ist.

Deshalb werden die natiirlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen erweitert.
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen.

In Z hat die Gleichung n + = = m die (eindeutige) Losung: x = m —n € Z.

Z ist vollstindig beziiglich der Subtraktion aber unvollstindig beziiglich der Division, d.h. fiir beliebige
b,y € Z, b # 0, die ,lineare” Gleichung b - x = y nicht immer durch ein z € Z l16sbar ist.

Diese Beschrinkung wird durch die Einfiihrung der rationalen Zahlen behoben:
r
Q:{f\rEZ,seN}.
s

Die Menge Q ist vollstédndig beziiglich der vier elementaren arithmetischen Operationen (bis auf die
unzuléssige Division durch Null).

_r u r-vtu-s
at+b==t+3 =0
T ] a—1> = s
a=_,b=-€Q= N
S v a-b = U
sv
a rv
b s

@ bildet mit der Operation ,+” und ,-” einen , Korper” bildet.
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1.7 Was ist ein Korper?

Sei K eine Menge mit Operationen ,,+” und ,,-”.

Operation ,,+” erfiillt die Axiome der Addition

1. Kommutativitit Va,be K:a+b=b+a

2. Assoziativitdt Va,b,c € K : (a+b) +c=a+ (b+¢)
3. Neutrales Element 30 e K :Va e K :a+0=a

4. Additives Inverses Vae K :3—a € K :a+ (—a) =0

Operation ,,-” erfiillt Axiome der Multiplikation

1. Kommutativitit Va,be K:a-b=0b-a
2. Assoziativitdt Va,b,c€ K : (a-b)-c=a-(b-¢)
3. Neutrales Element 31 € K\ {0} =: K*:Va € K:a-1=a

4. Additives Inverses Va € K :Ja ' e K:a-a" 1t =1

Zusétzlich gilt ,4+” und ,,”” erfiillen die Distributivitét (D):

Va,b,ce K :a-(b+c)=a-b+a-c

Definition 1.29 (Korper). Eine Menge K mit Operationen ,,+” und ,,- 7 (K, +, -) die Axiome
A1-A4, M1-M4 und D erfiillt, heifst Korper.

Beispiel 1.30. (Q, +, -) ist ein Korper
(Z, +, - ) ist kein Korper

Definition 1.31 (Angeordneter Korper). Sei (K, +,-) ein Korper. Es 3p C K eine Teilmenge,
die Axiome erfiillt:

1. V € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) a€ P
(b) a=0
(¢) —a€ P

2. Aus a >0 und auch b > 0 folgt: a+b>0und a-b > 0

Dann heift (K, +, -, >) angeordneter Korper.

Definition 1.32 (Positivitit). Sei (K, +,-,>) ein angeordneter Korper. a € K heifit positiv falls
a > 0. a € K heifit negativ falls a < 0.

Kt :={a€e K|a>0}.
K™ :={a€e K|a<0}.

10
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Ordnungsrelation fiir a,b € K

a<b <= b—acK"
b>a:< a<b
a<b:<= a<bAa=0b
b>a:<= a<b

Fiir je zwei a € K,b € K gilt genau eine der Relationen a < b,a = b,a > b.

Es gelten Regeln:

e a <bb<c = a< c Transitivitit

e a<b = at+c<b+cceK

ea<b=—=a-c<b-ccc Kt

ea>bb>a < a=b

e a<ba>0,0>0 < %>%
Beispiel 1.33 (Positivitdt auf Q).

Q*::{aEQ\azg,r,seN}.

Definition 1.34 (Absolutbetrag). Sei (K, +,-, > ein angeordneter Kérper Dann

a fira>0
la] ;=<0 fira=0.

—a fira<0

Abbildung | - |: K — K mit Eigenschaften:

e |a| =0 <= a =0 (Definiertheit)
e |ab| = |a||b] (Multiplikativitét)

e |a+b| <|a| +|b| (Dreiecksungleichung)

Beweis der Dreiecksungleichung. Beobachtung: +a < |a] = a+b < |a] +[b] = —(a+b) <
la| + o] 0

Es folgt aus den Eigenschaften:

°
)
I
=
Il
o
=)
Il
S8

[ ]

\
=1
[
Bl

[la| — [b]] < |a —b] (folgt aus: |a| =]a—b+b| <|a—b|+|b| und |b] =|b—a+a| < |b—a|+|a|)

Satz 1.35 (Dezimalbruchdarstellung). Jede rationale Zahl a besitzt eine endliche oder periodi-
sche Dezimalbruchdarstellung der Form:

a==x(ap+0,dy...ds): = a::l:(ao—l—stJOk).
k=1

11
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bzw.
a = :t((l() + 0, d1 e dsds+1 e dSth).

ag ENo,dl...ds 6{0,1,...,9} Ziffern

Umgekehrt stellt jede Dezimalbruchzerlegung dieser Art eine rationale Zahl dar.
Hier: bei periodischen Dezimalbriichen ist die Periode 9 nicht zugelassen:

ag, dy . ..dkfldkg =a9+0,dy ... dk(dk + 1),dk < 9.

Beweis. Siehe Lehrbuch O

2 Die Reellen Zahlen

2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen

Lemma 2.1 (Irrationalitit der Quadratwurzel). Die quadratische Gleichung x2 = 2 besitzt keine
rationale Losung.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen: Es existiert eine rationale Losung

=2 = C.
s
mit Zahlen r € Z und s € N.

0O.B.d.A. (Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) nehmen wir an, dass r und s teilerfremd sind.

Dann gilt: 7 # 0 und 7% = 2s? und 17 = s2. Also muss r? und auch r gerade sein, denn (2n + 1)? =
4n? + 4n + 1 ungerade (Kontraposition). Damit sind auch 1r? gerade und s? gerade.

Aber wegen Teilerfremdheit kénnen r2 und s? nicht beide durch zwei teilbar sein. = Widerspruch
zur Annahme O

Bemerkung 2.2. Allgemeiner: ,quadratische” Gleichung
a+bxr+cx=0.
ist nicht fiir beliebig gewéhlte a,b, c € Q durch ein x € Q 16sbar.

Bemerkung 2.3 (Beweisarten). Direkter Beweeis:
F —= F —= F = ... = E, = V.

Indirekter Beweis: Zeigen E und —V immer falsch. Da F immer wahr ist, muss =V falsch sein. Da
=V falsch ist, dann ist V' wahr.

Ziel: Konstruiere rationale Zahlen, welche die Gleichung 2% = 2 mit zunehmender Genauigkeit erfiillen,
z.B. rekursiv durch Einschliefung mit Hilfe von Dezimalbriichen.

Wir nutzen die Eigenschaft: a,b > 0 und a? < b> = a < b, folgt aus:

b —a® = (b—a)(b+a),(b+a>0).

Start: ay := 1,4, by := 1,5 mit a3 < by,a? = 1,96 < 2 < 2,25 = b?
2 Falle:
Fall a) Es liege fiir ein n € N eine Einschlieffung vor:
an = 1,d1da, ... dp_1d, < b, =1,d1ds ... dp—1(dpnt1).

az <2< V2.

12



2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen 2 DIE REELLEN ZAHLEN

dp €{0,1,...,9}k=1...n—1,dn <8
Die nichste Einschliefung ist

ant1:=1,d1...dp,dps1,dns1 € {0,1,... 9}
an+1 moglichst grof aber a2, < 2.

und

b L 17d1, .. dn(dn-i-l + 1) fir dn+1 S 8
Uy (dy + 1)0 frdps =9

Nach Konstruktion:
Gn < Apy1 < bpg1 < by.

aZ, <2<bZ.
Fall b) Fiir ein n € N liegt eine Einschliefung vor
ap=1,dy...dp_1d, < b, =1,d1ds.. .dnfl(dn + 1)0. .. 0.
a2 <2 < b2 mit di € {0,1,...,9}, k=1,n=1.
dn SS,dn+1 ::dnzg
Die néchste Einschliefung
Ap+1 ‘= 1, dl e dn, dn-i—la dn—i—l S 0, 1, ey 9.

an+1 moglichst grof, aber a? | < 2.

b N 17d1 .. .dn(dn+1 + 1) fiir dn+1 S 8
TN dy it (Ao +1)0...0 fiir dyyy =9

Der Fall b) kann nur endlich oft hintereinander auftreten, dann wére a,, = b, ab einem gewissen n
und folglich a2 = 2

Nach Konstruktion:
Gp < Apy1 < bpg1 < by.
az, 1 <2<b24.
Wir erhalten 2 Folgen (ay,)nen und (by,)nen mit den Eigenschaften
Ld=a1 <...<an < an41 <bpp1 <by <...by =1,5.
Konkret: a1 = 1,4, as = 1,41, ag = 1,414 by = 1,5, by = 1,42, bg = 1,415

Abstand b,, — a, < 10™", n € N wird immer kleiner = wir sollen die Zahl v/2 eventuell erfassen!

Definition 2.4 (Zahlenfolge). Eine Menge (a,)nen nummerierter rationaler Zahlen wird ,Folge”
genannt.

Beispiel 2.5. a, =1+ %

| ot

_ _ 3 _
(L172,027§,a3—

Offenbar, 1 + % — 1,n — oo bzw.

1
li 1+—-)=1.
im ( —|—n)

n—oo

d.h. Folge konvergiert gegen 1

Definition 2.6 (Konvergenz). Eine Folge (a,)nen heiflt konvergent, gegen einen ,Limes” a, wenn
gilt:
lan, —al — 0,n — oo.

Falls |ay|, n — oo heift (ay)nen strikt divergent.

Priziser (Cauchy)

13



2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Eine Folge (ay,)nen ist ,konvergent” gegen einen Grenzwert a, wenn:
Ve > 0:3n :=n(e) = n..

sodass
lan, — al < € fiir n > n..

Lemma 2.7. (an)nen, (bn)neny Cauchy Folgen.

Beweis. Sei a, < b, fir fast alle n € N, aber b < a. Dann 36 > 0 mit b+ § = a.

Wegen der Konvergenz:
bn — b,a,, = a,n — oco.

1
dne € Nsd. [b—b,| < 55.

und )
la —ay| < 55 vn > ne.

Dann

1 1
bn:bn—b+b—a+a—an+anS|bn—b|+b—a|a—an|+an§5(5—(54—55—1—(1”:@”.

—
b, < ap.

Widerspruch zur Annahme, dass a,, < b,, fir fast alle n € N. O
Bemerkung 2.8 (Folgerung aus 3). Sei Cauchy-Folge (ay)nen keine Nullfolge und a,, — a, @ > 0
n — oo. Dann a,, > 0 fir fast alle n.

Beweis. Annahme: a,, <0 fiir fast allen € N, dann a,, > a <0+ {0} ne N O

Ziel: Reelle Zahlen als Grenzwerte von rationalen Cauchy Folgen.

Wichtig: Zwei Cauchy Folgen mit gleichem Limes definieren gleiche Zahl. Deshalb: Aquivalenzklassen

Definition 2.9 (Aquivalenzrelation fiir Cauchy Folgen rationaler Zahlen).

(an)nen ~ (al)nen : <= |an —al,| — 0,n — oo.

Die Relation ist Aquivalenzrelation. 1. Reflexivitéit (a ~ a) (trivial)
2. Symmetrie (a ~b = b~ a)

(an)nEN ~ (bn)nEN — |an - bn‘ =0 — ‘bn - an| =0 —= (bn)nEN ~ (an)n6N~
3. Transitivitit a ~b,b ~¢c = a ~c

(an)nEN ~ (bn)nENa (bn)nEN (Cn)nEN — |an - bn‘ — Oa |bn - Cn| — 0
<= Ve > 03dn, s.d.
n > ne.

Dann
Qp — Cn| = |(an - bn) + (bn - Cn)| < |an - bn|

14



2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Definition 2.10 (Aquivalenzklassen).

R ::{[an}nEN}
:{(a”ll’b)neN|(a‘;l)TL€N ~ (an)nEN}
:{<a%)nEN|(a;z - an)neN - O}-

(an)nen Représentant von Klasse [(an)|nen

Bemerkung 2.11. a € Q = _

[(an)nen, an == a] € R.

Jede Teilfolge (an, )ken einer Cauchy Folge

(any )ken € [(@n)nen].

Jede Aquivalenzklasse [((a,)nen)] von Cauchy Folge rationaler Zahlen definiert genau eine reelle Zahl

Satz 2.12. Jeder Aquivalenzklasse [(a,)nen] entspricht genau einem (méglicherweise unendli-

chen) Dezimalbruch.

Die Menge aller dieser Dezimalbriiche wird bezeichnet als Menge R der ,reellen Zahlen”.
R= {a = :l:(ao +0,d1d2d3...dk | ag € No,dk S {O,,g}}

Fiir eine CF rationaler Zahlen (a,)neny wird a € R als Grenzwert bezeichnet:

a= lim a,.
n—oo

(an)nen heift eine japproximierende” Folge von a € R. In diesem Sinne hat jede CF rationaler

Zahlen nach Konstruktion einen Grenzwert in R.

Bemerkung 2.13 (Erinnerung Geometrische Reihe).

1— n+1
l4ata’+. 4a"=—"

Beweis. 1. VYa € R J[(an)nen] € R
a==x(ap+0,didads .. .).
definieren wir eine Folge (a,)nen (rationaler) endlicher Teilbriiche:
an = +(ap,dy ...dy), a0 € No,d, € {0,...,9}.

zu zeigen: (a,)nen ist eine Cauchy Folge.

Sei m > n + 1, dann

|an—am\ = \ao—l—O,dldg...dn—(a0+0,d1d2...dndn+1...

=10,00...0dn 41 .. dp
=dpy1107FY £ 4107
<107"(dp1107" + ...+ dn 1077
<107"(10% 4 ... + 107 ™+

10 1m—n—1
=10 (= et —
0 ((10 )+ +10 >

1_ Lm n
_ —-n 10
=107 —"5—
10
1
<10 HE
10
10

= 10—713 — 0777/ — OQ.

= (an)nen ist Cauchy Folge und représentiert eine Klasse [(an)nen] € R

sEinbettung” a +— [(an)nen]

15
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2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen 2 DIE REELLEN ZAHLEN

2. Wir zeigen, dass diese ,Einbettung” bijektiv ist.

a) a > [(an)nen] ist injektiv (Va,a’ € R gilt: aus (an)nen ~ (a),)nen folgt a = ')

Fiir
a:a0+0,d1d2...
a' =ay+0,ddj. ..
gilt:
an —a,| =lap+0,dy ...d, — (aj+0,d} ...d})]|
<e€,VYn > ne, Ve > 0.
—= a=ad

b) ,Einbettung” a — [(a,)nen] ist surjektiv

(i) Sei (an)nen Nullfolge
— 2=0=0,00....

(ii) Sei (an)nen keine Nullfolge Dann fast alle a,, > 0 oder fast alle a,, < 0 O.B.d.A. a,, > 0,
neN

Ziel: z > 0 zu konstruieren.
Falls a,, < 0 (bzw. —a, > 0 konstruiert —z)

(an)nen = beschrinkt — IN e N(N >2)s.d.0<a, < N,n eN.
Dann dzg € Ny, s.d. im Interval:
In:={z€Q|0<2<z<2+1<n}.

unendlich viele Elemente von (a,)nen liegen.

Heute: Frustcafé (deswegen kiirzere Plenariibung)
Néchsten Mittwoch: Vorlesung fillt aus, aber Ersatztermin wird gesucht.

Fortsetzung Beweis:

Beweis. 1. Zz: V](an)nen) ER 3z €R
z =2 (2 +0,d1dads...)).
OB.d.A. z2>0,a, >0,n €N
(an)nen CF. = 0<a, < NVneN.
= zp € Ny, s.d. O.B.d.A. (an)nen C lo

I ={zeQ|0<zmp<zr<z+1<N}

Iy wird unterteilt in 10 Teilintervalle.
Fiir ein d; € {0,...,9} ein Intervall

L:={xcly|z+d -0 <z <z +(d+1)-1071}.

Sei z1 = z9 + 0,d;, dann
L={zecly|sn<x<zn+10"'}L
= In; Index s.d. |21 —ap,| <1071

usw. ...

16



2.1 Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Ergebnis: eine Folge von Teilintervallen

0.B.d.A.
(an)nen C ... Clgy1 C I C ... C I; C Ip.

2k = 2p—1 + d - 10_k S Q
In={zel1|z<x<z+ IO_k}.
Iny, @ Index s.d. |z — ap, | < 107F

Das heifst fiir eine Folge
2k =20+ 0,didy...dp € Q, k € N.

existiert eine Teilfolge (a,, )keny von der C.F. (an)nen, s.d. |2k — an,| < 107%, k € N =
(2 — an, )ken Nullfolge, d.h.

= (21)ken ~ (an, Jken

- (Zk)keN ~ (an)nEN

= (2)ken € [(an)nen]

und der resultierende Dezimalbruch ist:

z:=20+0,didy...dp... €R.

Wir haben gezeigt: B
V[(an)nen) € R: 3z € R.

Damit: = Abbildung ist surjektiv und damit bijektiv.
= 3 jnverse Abbildung” : R — R.
die auch bijektiv ist.

Diese Abbildung ist auch vertraglich mit der Addition und der Multiplikation, d.h. [(a,)nen] — @ und
[(a7)nen = d]

Dann [(an)nen] + [(ap,)nen] := a + a’
[(@n)nen] - [(a))nen] :=a - d’
Abbildung R +— R ist Isomorphismus. 0

Bemerkung 2.14. Die Darstellung ist durch einen Dezimalbruch ist nicht immer eindeutig. z.B.:
0,9999...=0,9=1=1,0000....

Deshalb, falls z = zg + 0,d1ds . .. dr999 dj, < 8 dann:

z:=20+0,d1ds...(dr +1)0...

Bemerkung 2.15. Der Satz gilt auch fiir ,b-adische” Briiche mit Basis b € N;b > 2 : a € R besitzt
eine sogenannte ,b-adische Entwicklung”

a:i(ao+0,d1d2...) ::l:(ao+d1 'b71+d2'b72+...).
mit ap = go + g1 - b+ g2 - b*> + ... € Ny mit Ziffern d,,, g, € {0,1,...,b— 1} Fiir b = 2 : dijadische
Entwicklung

2.1.1 Zusammenfassung

Beobachtung: Jede reelle Zahl ist ein Grenzwert von einer Folge (a,)nen rationaler Zahlen.

Beispiel: V2

’ [ — | ‘

Y(an), (bp) an — a,by, = a <= (an — byp)nen Nullfolge.

Deshalb:

17



2.2 Der Koérper R 2 DIE REELLEN ZAHLEN

e Definiere C.F. rationaler Zahlen

e Aquivalenzrelation:

(an)nGN ~ (bn)nGN Sl (an - bn)nEN NuufOIge .

und Aquivalenzklasse: B
R = {[(an)nen]}-

¢ Eine Klasse aus R < eine reelle Zahl

Konstruktion nach Cantor, 1873

Als néchstes: R ist ein angeordneter Korper mit .+ 7, .-, ,,>" und ist auch ,yollstéindig’.

2.2 Der Korper R

Seien a € R,b € R und (an)nen, (bn)nen zugehdrige approximierende Folgen rationaler Zahlen.

Alle Struktureigenschaften von Q sind iiber den Grenziibergang auf R {ibertragbar.

Definition 2.16 (Absolutbetrag).
la| := lim |ay].
n—oo

Folglich: Begriffe ,Konvergenz” und ,,Cauchy-Folgen” gelten auch fiir Folgen reeller Zahlen.

Definition 2.17 (Arithmetische Grundoperationen).
a+b:= lim (a, + by).
n— oo

a-b:= lim (ap-by).
n— o0

Definition 2.18 (Ordnungsrelation).
a>b:< ILm (an — bp) > 0.
und folglich: Ja € Q4 s.d. a, — b, > « fiir fast alle n € N.

a>b:<= a>bodera=h.

a<b:< b>a.

a<b:<= b>a.

Definition 2.19 (Positivitit).

Rt :={a€R|a>0}.

Bemerkung 2.20. Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Folge:
Beispiel fiir Absolutbetrag. Seien (an)nen, (@), )nen zwei approximierende Folgen von a, d.h. (a, —
ah, )nen ist eine Nullfolge.

Zu zeigen:

_ . _ . !
lal = lim_|a,| = lim_|a,|.

d.h. zu zeigen:
lim |a,|= lim |a]|
n—oo n—oo

. _ / —
< lim (lan| —[a,]) = 0.

18



2.2 Der Koérper R 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Betrachte:
llan| = lap|| < lan —ay| <e.
= (lan| —|al,|) ist Nullfolge
= |an| = |ay|
— limy, 00 |an| = lim, o0 |a!,| = |a] -

Die anderen Beweise folgen analog.

Satz 2.21 (Der vollstindige Koérper R). 1. (R,+,-,>) ist angeordneter Korper
2. Q ist Unterkorper von R
3. Der Korper Q ist vollstindig, d.h. jede Cauchy-Folge in R hat einen Grenzwert in R.

4. Der Unterkorper Q ist ,dicht” in R, d.h.

Va € R,Ve > 0,39 € Q@ s.d. |a —¢g.| < e.

Beweis. 1) Korperaxiome (Kommutativitét, Assoziativitit, Distributivitét) sind trivial

Neutrales Element der Addition:
0:=0,0... Klasse der Nullfolgen z.B.: a,, = 0¥n € N.
Neutrales Element der Multiplikation
1:=1,0...0 [(1)nen].
Existenz der inversen Elemente beziiglich der Addition
a+2x=0,a€R.
r=—-a= nli_)rréo(—a,L).

Existenz der inversen Elemente beziiglich der Multiplikation

b-z=1beR\ {0}

1
= -:= lim ¢,.
b n—o0
(Cn)nEN = 7.

beR\{0} = limyo00bp, =0#0
= (bp)nen keine Nullfolge == fast alle Elemente b,, # 0 (Ubung!)

Definiere:

Dann (b, - ¢,,) =

= lim,—00(bp - cn) =1

2) a € Q entspricht [(ap)nen] mit a, =a Vn e N = Q C R, Q Korper
= (@ Unterkorper von R.

3) Sei (an)nen eine C.F. reeller Zahlen.
Va,, € R 3 approx. Folge(an, m)men-

an,m € QVn,m € Q.

an = lim a, ,n € N.
n—oo
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2.2 Der Koérper R 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Vn € N wihle k,, € N mit: )

|an - an,kn| < —.
n
Wir zeigen, dass (an i, )nen rationaler Zahlen eine C.F. ist.
Sei € > 0. Dann

O

Bemerkung 2.22 (Organisatorisches). Néchsten Mittwoch (20. November) findet keine Vorlesung
und auch keine Plenariibung statt. Aber Mittwoch (27.11.) Vorlesung statt Plenariibung im grofien
Horsaal Chemie

Satz 2.23 (Wichtiger Satz). Der Korper R ist vollstindig, d.h. jede Cauchy Folge in R hat einen
Limes

Beweis. Sei (ap)nen eine Cauchy Folge reeller Zahlen, d.h. a,, € R.
anp € R:¥n e N:3CF. (anm)

an,m € QVn,m € N,a,, = n}l_rgo Gy -

Vn € N wihle Index k,, € N mit

1
lan — an kn| < —.
n

1

ky existiert, weil lim, o0 @nm = a, und damit |a, — anm| — 0 also Jelan, — anam| < € < - und

Archimedisches Axiom.
Ziel: zu zeigen (an k, ), oy rationaler Zahlen ist Cauchy Folge.

Sei € > 0. Dann dn, € N s.d. Vn,m > n, :

1
lan — am| < 36 lan — an i, | < 3¢
(an)neNC-F-

1
|@m — Qm ki, | < ge(AA).

und folglich
lan ke, — Qo | < |y, — Qn + G — G+ Qi — Ak, | < Ok, — Qn] + [an — am| + [@m — Qm g, | < €
= (ank, )Jnen Cauchy Folge = Nach Konstruktion der R folgt, dass 3 ,limes’ a € R, s.d.

Ve > 0,3n. € N,Vn > n. : |app, —al <e.

Dann gilt fiir die Folge (an)nen:

1
+ |an,kn —a| < n + |an,kn —a| = 0.

lan —al <|an — an,ky,

= a=lim, - an
Q ist dicht in R, d.h.
Va € R gilt Ve > 03¢ € Q s.d. |[a — ¢q| < e

Nach Konstruktion von R folgt:

VC.F.(an)nenan € Q :
JaeR:a= lim a,.

n— oo

= Ve >0 In |a, —al < ev¥n > n, O
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2.3 Wichtige Aussage 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Bemerkung 2.24 (Archimedisches Axiom).
VoceR:IneN:sdn—-a>0

1
= Ve>0dneNsd.n—->0
€

1
— — <€
n

2.3 Wichtige Aussage

R ist vollstindig, da alle C.F. in R haben einen Grenzwert in R.

2.4 Weitere Moglichkeiten, die Vollstdndigkeit von R zu charakterisieren

Definition 2.25 (Maximum, Minimum, obere/untere Schranke, Supremum, Infimum). Sei M C
R, M # (.

Maximum:
maxM :=be M :b>x,Vr e M.

Minimum:
minM :=a€ M :x > a,Vx € M.

Obere Schranke:
beR, s.d. b>x,Vre M.

Untere Schranke:
a€R, sd z>a,Vre M.

Eine Menge M heifit nach oben (unten) beschrinkt, falls eine obere (untere) Schranke von M
existiert.

Supremum: kleinste obere Schranke

Infimum: grofite untere Schranke

Beispiel 2.26. e N ist von unten beschrankt, z.B. mit 0. minN = 1, von oben unbeschrankt.

e M = {z € R|2? < 2}: obere Schranke ist v/2 und untere Schranke ist —/2, aber M besitzt
kein Maximum bzw. Minimum. v/2 ist Supremum und —+/2 ist Infimum

Bemerkung 2.27. Falls b = supM <= :

1. b ist eine obere Schranke von M, d.h. Vo € M : x < b und
2. Jede Zahl ¢ < b ist keine obere Schranke von M, d.h. Ve € M,c¢ < b,3x € M: ¢ < x (oder
Ve>0dz e M:z>b—¢)
Analog fiir a = infM

Beispiel 2.28.
I=(a,b):={zeR|a<z<b}

dann gilt supl = b,infl = a.

Bemerkung 2.29. Das Supremum (Infimum) muss nicht zur Menge M gehéren, aber falls supM €
M, dann supM = maxM.

Satz 2.30 (Vollstidndigkeit in R Nr. 2). R vollstindig <= jede nichtleere beschrinkte Teilmenge
M € R besitzt ein Supremum bzw. Infimum
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2.4 Weitere Mdglichkeiten, die Vollstdndigkeit von R zu charakterisierén DIE REELLEN ZAHLEN

Definition 2.31 (Intervalle).
[a,b] :={zx € R | a <z < b} abgeschlossenes Intervall.

(a,b) :={z € R|a < x < b} offenes Intervall.
(a,b] :=={x € R| a < x < b} halboffenes Interval.

[a,b) analog.

Definition 2.32 (Intervallschachtelung). ist eine Folge von abgeschlossenen Intervallen I, :=
[an,bn]) = {2 € R | ap, < < by},n € N mit Eigenschaften. 1) I,;; C I,n € N (bedeutet
an < ape1 < byyg < by 2) Ve > 0,31, mit der Linge

|by, — an| < e d.h. |by, —an| = 0,n — 0.

Satz 2.33 (Vollstandigkeit in R Nr. 3). Vollstindigkeit in R <= Intervallschachtelungseigen-
schaft d.h. fiir jede Intervallschachtelung.

(In)neN € Rv JdeeR
so dass

c=()1I.={r€Rjz € I,Yn € N}.
n=1

Diese Aussage ist verwandt mit dem Axiom vom Dedekindischen Schnitt

Satz 2.34 (Trennungseigenschaft). Seien A, B C R, A # (), B # () mit a < bVa € A,b € B
Dann existiert immer ein ¢ € R, welches A und B trennt:
Va e A,be Bgilt a <c<b.

Dies ist ebenfalls <= zur Vollstindigkeit in R

Lemma 2.35 (Existenz der k-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl). Va € R Vk € N: existiert
eine positive k-te Wurzel. Das heifit die Losung der Gleichung

xk:a.

ist ¥/a (Bezeichnung).

Beweis. 1) Die Eindeutigkeit der {/a (falls sie existiert)
Seien 21,22 € R zwei k-te Wurzeln des a € R :
N —

Dann gilt:

k—1
k k k—1-m_m
0:£C1—£E2:({E1—{E2)E xq xy.
m=0

>0
mit dieser Hilfsformel )
e
2=yt = (z—y) Yy a" Ry
k=0

= 21— 22=0 = 1 =12
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2.4 Weitere Mdglichkeiten, die Vollstdndigkeit von R zu charakterisierén DIE REELLEN ZAHLEN

2) Existenz: a =1 = /1 =1 (1¥ = 1) Sei @ > 1 und Annahme, dass 3 Wurzel fiir 0 < o’ < 1
Dann definiere:

Es bleibt zu zeigen: 3¢/a fiir 0 < a < 1. O

Heute: Langstes deutsches Wort!

Hntervallschachtelungseigenschaft hat ganze 33 Buchstaben” meint Kostina.

Fortsetzung des Beweises vom letzten Mal. Ab jetzt: n statt k.
Zu zeigen: Es existiert eine Wurzel fiir 0 < a < 1.

Definiere Menge M :={y e R0 <y < 1,y" < a}
M # 0, weil %a € M. M ist auch beschrankt, untere Schranke 0, obere Schranke 1.

Da R vollsténdig = 3 sup M =: x.

Zu zeigen: ™ = a Annahme: 2" < a. Wegen (z + 1) ¢ M gilt (x 4+ 1)™ > a. Konstruiere:

(x4+7)"=2"+ Z (Z) rhgn=k

—

und damit:
T+T>2 Widerspruch zu = = sup M.

(folgt aus der binomischen Formel: (z + 1)" = >, ()2 %)
Annahme: 2" > a

Nach der Ungleichung von Bernoulli gilt fiir 7 := £ =2, (0 <7< e 1) Damit:

nx™ x

(x—Tx)"=2"(1—71)>2"(1—n7)
=a" <1—JE —a) =a.
x'ﬂ

y* <a<(r—TI)"

= Fiir y € M gilt:

=

= z—T172x—y>0
= y<z—7r<xr = x— 7T < x eine obere Schranke von M. Widerspruch zu z = sup M

(Formel: a™ — b* = (a — b) Y3, a™ 1 =FbF) O
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2.5 Machtigkeit von Q und R 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Bemerkung 2.36 (Ungleichung von Bernoulli). Sei z > —1, dann gilt:

(14+2)" > 1+ nz,Vn.

Definition 2.37 (Allgemeine rationale Potenzen). a?,q = =~ € Q,a > 0,a € R wird definiert

durch
al =a+ = (ﬁ)r

Bemerkung 2.38. e Regeln fiir das Rechnen mit Wurzeln
(Va)" = (a*)" =a*

e Fiir a € Ry wird unter ¥/a immer die positive k-te Wurzel verstanden.
—> Aussage Va? = a ist falsch.
Korrekt: va? = |al

Die Gleichung x? = a hat zwei Losungen: x1 = v/a,r2 = —/a

(aT')% = va".

Bemerkung 2.39 (Reelle Potenzen). a € Ry, r € R,a" - ?

H(Qn)neN — Tyqn € Q, damit:

a" := lim af.

Noch zu iiberpriifen: ob der Grenzwert existiert und eindeutig ist

Beispiel 2.40. v/2,(q,) = {1.4,1.41,1.414,...}

a¥? = lim Un, a1 = a*t ay = a4t ...
n—oo
Analog iiber Intervallschachtelung;:

I, = [1.4;1.5]
I, = [1.41;1.42]
I3 = [1.414;1.415]
I = [rp, sn)

=T

n=1

Alternative Definition iiber exp und In
a” =exp(rlna).

und Reihenentwicklung:

oder

2.5 Machtigkeit von Q und R

Definition 2.41 (Michtigkeit). Die Méchtigkeit einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente.

Eine Menge ist ,unendlich”, wenn eine bijektive Abbildung f : A — Echte Teilmenge von A
existiert. Dann |A| = oo.

Eine unendliche Menge, deren Elemente mit Hilfe der natiirlichen Zahlen durchnummeriert wer-
den kann, heifit ,abzihlbar (unendlich)”, sonst ,iiberabzihlbar”.

Abzghlbarkeit heifit: Es existiert eine bijektive Abbildung f: N — A.

Beispiel 2.42. e A={ai,a2,a3} dann |A| =3
e N, Q,R sind unendliche Mengen
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2.6 Die Komplexen Zahlen C 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Satz 2.43 (Abzahlbarkeit). Z und Q sind abz&hlbar, R ist iberabzihlbar.

Z. Abzihlbar. Z ist abzihlbar, weil {z, | n € N} mit z, = 3n fiir n gerade und z, = (1 — n) fiir n

ungerade ist eine Abzidhlung von Z.

Q Abzdhlbar. Argumentation nach Cantor

_n
peQ,q="
Y
1
6
2
1 5
5
3
1 4
1
2 4
1 3 3
3
3 5
1 2 2
2
1 2 3 4 5 6
X

O

Hier werden Punkte ausgelassen, fiir die n und n nicht teilerfremd sind. Die Gitterpunkte werden

durchnummeriert = {z, |n € N} = {1,2,1, %, 3,...}

R ist dberabzihlbar. Wir zeigen, dass [0, 1) nicht abzdhlbar ist.

Angenommen: [0,1) ist abz&hlbar, dann sei {z,, | n € N} eine Abzihlung, z.B.:

z1 =0, diidiadis ...
22 = 0,da1dadas . ..

Dann Zahl y := 0, dydads3, . .. mit

1 falls d,, #1
liegt in [0,1), d; # 9Vi, aber y & {z,, | n € N}, denn falls y = 2, fiir ein k =

0 {2 falls d,,,, = 1

y=0,dr1,dr2, dis, ... dig, - - -

aber dj # di, nach Konstruktion.

2.6 Die Komplexen Zahlen C
C:=RxR={z=(z,y) | z,y € R}
Addition in C : z; = (z1,y1) € C, 25 = (x9,y2) € C:
21+ 22 = (21 + T2, Y1 + Y2).

Multiplikation in C :
21 - 22 = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).
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2.6 Die Komplexen Zahlen C 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Satz 2.44 (C ist ein Korper). Korperaxiome gelten (nachrechnen!)

Nullelement 0 := (0, 0)
Einselement 1 := (1,0)
Imaginére Einheit i := (0,1) mit 2> = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1
Inverse der Addition —z := (—x, —y)
Inverse der Multiplikation 27! := ( L — )
+y2

r24y? ’ T

Schreibweise / Normaldarstellung
z = (r,y) oder z = z + iy mit i? = —1.

Bemerkung 2.45 (Rechnen in C).

(z1 4 iy1) (22 + iy2) = 2122 + 2Y1y2 + Y172 + iT1Y2 = (T122 — Y1y2) + i(T21 + T1Y2).

Definition 2.46. Fiir z = (z,y) = « + iy € C heifit

x = Re(z) Realteil von 2
y = Im(z) Imaginérteil von z

|z| := /2% 4+ y? Betrag von z

Z:=x — iy = (x,—y) zu z konjugierte komplexe Zahl

Y

Re(z) = |z| cos(y)
m(2) = |2 sin()
= 2z =r(cosp +ising) = re’ mit r = |z|.

Bemerkung 2.47. Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

1. 21+ 20=214+7%22,2120 =21 22, 2 = 2

2. Re(2) = 2(2+7%), Im(2) = £(2 — %)

3. ]z >0und |2] =0 <= z=0

4. |z = |2

5. |z122| = |21]]22]

6. |21 4 22| < |z21| + |22l, |21 — 22 = [|21] — [22]|

Reelle Zahlen: z € R <= Im(z) =0 < 2=%
Dies fiihrt zur weiteren Darstellung komplexer Zahlen mit Hilfe von sin und cos.
Polardarstellung

(a)
z=r(cosp +isinp) r=|zl.
Bsp.:i=1- (cosg + ¢ sin %)

(b) Definiere €% := cosy + isiny y € R. Es folgt eine Ezxponentialdarstellung.

z=r-% mit r = |z| = Arg(z).
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2.6 Die Komplexen Zahlen C 2 DIE REELLEN ZAHLEN

Satz 2.48 (Vorteil der Exponentialdarstellung). Fiir z = re'? = r(cos ¢ + isin p)

2p = rpet?k k=12 gilt.

2129 =1T1"T9" el(‘Pl"’WZ)

21— T, pi(p1—2)

zZ2 T2
oM = pneing

insbesondere gilt die Formel von de Moivre:

(ew)n = (cos ¢ + isin @)™ = cos(ny) + isin(np) = ¥,

Beweis. (a) Z=r(cosp +isiny) =r(cosp —isiny) = r(cos(—p) +isin(—¢p)) =71 e~ %
(b)

z1 22 =71 - T2 (COS 1 COS Yo — sin 1 sin @) + i ((cos 1 sin Y + €os Y2 sin 1))
= ryra(cos(p1 + ¢2) + isin(e1 + ¥2))

= pirgel(P1te2)

(c) folgt aus 2
(d) folgt aus 2

O
tolle Grafik von der Kostina, die gibt’s nur in der Vollversion.
Bemerkung 2.49 (Beobachtungen). 1. e¥ =1 < ¢ € {2nk |k e Z}
Beweis. durch Behauptung. O

2. e =2 = @1 — o € {21k | k € Z}

Satz 2.50 (n-te Wurzel in C). Fiir n € N und 0 # w = re'? hat die Gleichung 2" = w genau n
verschiedene Losungen.

2 = reiletmh) k=0,1,...,n—1.

Beweis. Sei z = pe'¥. Dann:

L — pneznw = re'? — w

<~ p"=rund nY = p+ 21k, k€Z

1
<= o= {rund ¢ = —(p + 27k)k € Z.

n
Betrachte: z, = {/reVs i = + (p+2nk), k=0,1,...,n—1

1. Alle z; sind paarweise verschieden (klar).

2. Wir zeigen, dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung 2z = w und
z=|z|- (cosy +isine). Es gilt |2|" = |w| und folglich |z| = {/|w| = ¥/r.
Weiterhin ist ni) = ¢ + 2nl fiir ein | € Z (wegen (¢'¥)" = ™), dann ¢ = £ + 2,
Teile | durch n mit Rest: [ =k + s - n.

£:s+§,s€Z,O§k§n—l.
n n
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3 FOLGEN UND REIHEN

Dann )
p=24 l(k’—ksn) = (i + ;;k) +27s.
—_——
Vi

— z2=2,,0<k<n-1
—> Alle Losungen gefunden

O

Bemerkung 2.51 (Geometrische Interpretation). Die Losungen sind die Ecken eines regelméfigen
n-Ecks auf dem Kreis mit Radius |z| = {/r.

Im Fall w = 1 heiflen z; die n-ten Einheitswurzeln.

Beispiel 2.52. Die dritten Einheitswurzeln sind

{73k =0,1,2}

2 2
= {cos (k; + isin(k‘%, k=0, 1,2)}

= LflJrZ‘@,,},i@ .
2 2 2 2

3 Folgen und Reihen

3.1 Folgen

Eine Zahlenfolge ist eine Abbildung von N nach R, d.h. n +— a,, € R.

Teilfolge: (an, )ken von (an)nen wobei (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen, weile streng monoton
wachst, d.h. ny <ng < .... bzaw. ngp < ng41Vk € N

Beispiel 3.1. (—1)" hat zwei Teilfolgen: (—1)2" =1 und (—1)?"*+! = —1,

Definition 3.2 (Konvergenz, Beschrénktheit, Monotonie von Folgen). 1. Eine Folge (a,)nen €
R heifst beschrinkt, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt mit |a,| < C.

Sie heifst nach oben (bzw. unten) beschrénkt falls 3C' € R, s.d. a,, < C(bzw. a, > C)Vn € N
2. (an)nen heifst monoton wachsend (fallend), wenn a,, < any1 (an > any1) Vn eN.
3. (an)nen heifst konvergent gegen a € R, wenn Ve > 03n. € N, s.d.

lan, —a| < e vn > n..

4. (an)nen heift divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Bemerkung 3.3. 1. Eine Folge (a,)nen konvergiert gegen a € R falls in jeder e-Umgebung Ja —
€,a + €| fast alle Folgenelemente liegen.

2. In Def. kann auch < € und statt ¢ kann man % fiir beliebig grofe N € N schreiben.

Satz 3.4. Eine Folge (a,)nen € R ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchy-Folge ist, d.h.
Ve >0 dn. €N, sd. VYn,m > ne gilt: |a, — an| < e

Satz 3.5 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (ay,)ren eine Folge in R und a, ¢’ € R mit lim,,—, a, = a
und lim, e a, = @', dann gilt a = d'.
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3.1 Folgen 3 FOLGEN UND REIHEN

Beweis. Angenommen a # o’. Definiere ¢ := @ > 0.

Dann 3nq,n2 € N mit |a, —a| <e Vn>nj und |a, —a'| <e Vn > ns.

Dann Vn > max{ni,ny} gilt:
la—d|=la—a,+a,—d|<|a—ay|+|a,—d|<e+e=]|a—dl

= |a—d| < |a—d|. Widerspruch = a =d’ O

Satz 3.6. Konvergente Folgen sind beschrinkt.

Beweis. Sei (ap)nen mit a, — a,n — 00, a € R.
Wiéhle e = 1. Dann In, € N mit |a, —a| <1 Vn >n..
Dann gilt Vn > n:

lan| = lan —a+a| < |an, —al +]a| <1+ ]al.

= |a,| < (k_nlaax |ak|> +la]+1 VYneN.

O
Satz 3.7 (Konvergenz und Nullfolgen). Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null konvergiert.
Sei (an)nen Folge mit lim,, , a, = a.
Dann sind dquivalent:
1. a, > a,n —
2. (@, —a)—0
3. lap, —a| =0
Beweis. durch Behauptung. O
Satz 3.8 (Konvergenz von Teilfolgen). Teilfolgen einer gegen a € R konvergierenden Folge kon-
vergieren ebenfalls gegen a € R.
Beweis. trivial. O

Satz 3.9 (Einschliefsungskriterium (Sandwich)). Seien (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen Folgen
mit lim,, o a, = a, lim,_.o, b, = b und lim,,_.., ¢, = c.

1. Fallsa, <¢, YneN — a<ec.

2. Fallsa=cund a, <b, <¢, MeEN — b=a — lim, o0 b, = a

Beweis. Sei € > 0.
1. 3n. € Nmit |a, —a| < §und [¢, —¢| < § Vn > n..

Dann: a —c<a—(a, —¢y) —c<|a—an|+lcp —c| < §+§5=€¢ YVn2>n.
= Ve>0gilta—c<e = a—c<0
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2. In. € Nmit |a, —a|] <eund |c, —a|<e Vn>mn,
Dann gilt Vn > n. und wegen |a,| < |b,| < |enl:

—e< —|ap—a|<ap,—a<b,—a<ch,—a<lc,—al<e.

= —e<b,—a<e = |b,—a|<e Yn>n,
= lim, , b, =a

O

Satz 3.10 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Seien (ay)nen, (bn)neny mit lim, oo a, = a
und lim,,_, b, = b. Dann gilt:

1. limy o0 |an| = |a

2. limy, oo (Aap + puby) = Aa+pub VA, ueR

3. lim,,_ o anb, = ab

4. Falls b # 0, gilt b,, # 0 fiir fast alle n € N und lim,,_, o, ‘g—: =

e

5. Fallsa, >0 VneN = a>0und (an)%—mﬁ,n%oo.

Beweis. durch Zuriickblattern. O

Satz 3.11 (monoton + beschrinkt = konvergent). Eine monoton wachsende (fallende) nach
oben (unten) beschrinkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum:

sup a,, := sup{an|n € N} = min{c € R|a,, < c}.
neN

bzw. ihr Infimum:
irelfl\;IGn :=inf{a, | n € N} = max{c € R| a, > c}.
n

Beweis. Gegeben a,, < any1 Vn € N, a, < ¢ Vn € N. Definiere s := sup,,cyan.
Z.z.: ap — s. Sei € > 0. Dann s — € keine obere Schranke, d.h. In, € N mit s — e < a,,.

Damit s —e < a,, <ap <s<s+eVn>n,
= |a, —s|<eVn>n. = a, —>s

O

Satz 3.12 (Bolzano-Weierstrafs). Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Sei (ap)nen beschriankt, d.h. Ja,b € R, s.d. a <a, <bVneN.

Konstruiere induktiv eine Folge von abgeschlossenen Intervallen Iy := [ag, bg] mit:

(1) Ij enthilt unendlich viele Folgenelemente von (ay,)nen-

(2) Iy C Ix_1 Vk e Nk > 2

(3) (by —ax) <2'K(by —a;) Vk €N

Fiir £k = 1 wéhle a1 := a, b; :=b.

k — k + 1 : Intervall Iy, := [a, by] mit Eigenschaften (1)-(3) sei konstruiert.

Berechne M := % (Mitte des Intervalls Ij). Wegen (1): [ax, M] oder [M,by] enthélt unendlich
viele Folgenelemente.
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Setze:

Tore e [ak, M] falls [ag, M] unendlich viele Folgenelemente enthilt
A [M,bg] falls [M,by] unendlich viele Folgenelemente enthilt

in beiden Féallen:

bk — ag (2) 121—k
2 -2

bk+1 — Ag4+1 = (bl — al) = 2_k(b1 — al).

= (1) - (3) erfiillt fiir Tj41.

Wir definieren eine Teilfolge (ay, ) mit a,, € I Vk € N :

k =1: Setze a,, :=a,n; := 1.

k — k+1: Wegen (1) ex. ein Index ngq1 > ng mit ap,, € Irq1.
I;, bilden eine Intervallschachtelung:

Sandwich
=

= ar <ap, < by G, — @,k — 00.
~— ~—

—a —a

Beispiel 3.13. a,, = (—1)". Teilfolge: (1,1,1,1,...) —» 1, (-1,-1,-1,...) —» —1.

Definition 3.14 (Hiufungspunkt). Sei (ay,)nen eine Folge in R. Dann heifst ¢ € R Hiufungspunkt
der Folge, falls Ve > 0 gilt |a,, — a| < € fiir unendlich viele n € N.

Beispiel 3.15. 1. a, = (—1)" hat zwei Haufungspunkte 1 und —1.
2. Falls lim,,_, o a,, = a, dann ist ¢ Hiufungspunkt von (a,)nen-

Bemerkung 3.16. Zu jedem Haufungspunkt a ex. eine Teilfolge (an, )ken von (an)nen, die gegen a
konvergiert, also a = limg_yo Gn,:

a Haufungspunkt <= a = klim an, fir eine (an, )ken-
—00

Beweis. (i) ,, = ": Sei a Haufungspunkt (HP). Wahle n; € N mit a,, € Di(a) = {z | |x —a| < 1}.

Sei ny,...,ni_1 bereits gewihlt.
Wiahle ny > ng_1, s.d. gilt:

1
n, € D1(a) = {x ||z —a] < k;}
Dann ist (an, )ren eine Teilfolge, |a,, — al < %

= ap, — a,k — oo.

(ii) ,, <= 7: Sei (ap, )ren eine Teilfolge mit limg_, o0 apn, = a.
Zu zeigen: a ist HP.
Sei € > 0. Dann ex. k. € N, s.d. Vk > k. gilt:

lan, —a| <e = Vk >k a,, €D/a).

O

Bemerkung 3.17. Satz von Bolzano-Weierstrafs besagt, dass jede beschriankte Folge in R mindestens
einen H P besitzt.

Definition 3.18 (Limes Superior). Sei (an)nen eine Folge in R. Ist (a,)neny nach oben be-
schrénkt, dann definiere eine reelle Folge (s, )nen durch s, :=sup{ax | k > n}.

(Sn)nen ist monoton fallend. Ist (s,),en nach unten beschrinkt, dann definiere

lim sup a, := lim s, = lim sup{ax | k > n}.
n—oo n—oo n—oo
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3.1 Folgen

Falls (ay,)nen nicht nach oben beschrinkt ist, setzte lim,, o sup a, := +oo.
Falls (a;,)nen nach oben beschrinkt, aber (s,)n,en nicht nach unten beschrénkt ist,

setze lim,, o SuUp a, := —oo.
1. lim, .o a, = a — lim,,_,o Sup a, = a.

Beispiel 3.19.
2. lim, o0 sup (—1)" = lim,, oo sup {(-1)* [k >n} =1

3. lim,, oo SUp N = 400

lim,, o0 sup (—n) = —00
Definition 3.20 (Limes Inferior). Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann setze
lim inf a, := — lim sup (—ay,).
n—oo n—oo
Beispiel 3.21. 1. lim, o sup (n?) = +o0
lim,, o0 inf (n?) = —lim,, oo sup {—k? | k > n} = —lim,, o (—n?) = 400
2.
5 n gerade
ap, = .
0 n ungerade

(Cbn) = (05 1707 2a 07 37 .. )

lim,, , inf a, =0
lim,, o SuUp a, = +oo

Satz 3.22 (Charakterisierung von lim sup und liminf). Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen.

1. lim, .sosup a, =a € R <—
Ve > 0 gilt:
(1) an < a+ e fiir fast alle n € N.
(ii) an > a — € fir unendlich viele n € N.

2. lim, ,infa, =a € R <—
Ve > 0 gilt:
(i) an > a — e fir fast allen € N

(ii) an < a + € fiir unendlich viele n € N.

3. (an)nen ist genau dann konvergent, wenn:

lim sup a, = lim infa, =a € R.
n— 00 n— oo

In diesem Fall gilt: lim, .. a, = a.

Bemerkung 3.23. Satz 3.22 impliziert:
lim sup a, = sup {HP von(a,)nen}
n—oo
lim inf a,, = inf {HP von (a,)nen}-
n—oo

Ve > 0 liegen unendlich viele Folgenelemente im offenen Intervall

(lim sup an) —e<a, < (lim sup an) + €
n—roo

n—oo

(1 (@) (i))-

bzw.
( ) —e<ap< ( lim inf an) +e€ (2 (i) (i)

lim inf a,
n— o0

n— oo
Fast alle Folgenelemente erfiillen:
)—e<an< (lim infan)—i—e

n—oo

(nh_>n010 inf a,, (1 (i) und 2 (i)).
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3.2 Konvergenz in C

Eine Folge (2,,)nen komplexer Zahlen (z, € C Vn € N) konvergiert gegen z € C, falls Ve > 0 In, € N,
s.d. |z, — 2| < €eVn>n,

Genauso wird die Beschranktheit und Begriff der C.F. {ibertragen.

Aus Definitionen:

2] = /(Re(2))? + (Tm(z))2.
und der Ungleichung:
maz(|z], |y) < Va? +y?> < |z|+|y| Vz,y eR.

folgt:

1. z, = z,n > o0 in C <= Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z)

2. (2n)nen ist eine C.F. in C <=
(Re(zn))n und (Im(zy,)),, sind C.F. in R

3. C ist vollsténdig, d.h. jede C.F. in C ist konvergent.

4. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel 3.24. 1. Fintl) % +1 (1 + %) — 1, n—>00

n

2 2= ()" = (b -d—d dr- )

2z
2
20| = (3)" = 0,n — 00

3. ¢" —=0,n— oo Vg e Cmit |g <1.

3.3 Unendliche Summe (,,Reihen”)

Definition 3.25. Sei (ay)nen eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Wir betrachten die Folge
der n-ten Partialsumme (s;,),ecn definiert durch:

n
Sp = E ag.
k=1

Die Reihe Y 72 | aj konvergiert (divergiert), wenn die Folge der Partialsummen (sy,),en konver-
giert (divergiert).
Im Fall von Konvergenz bezeichnet:

n

Soo := lim s, = E ar.
n— o0
k=1

die Summe oder den Wert der Reihe.

Bemerkung 3.26. Man kann auch Reihen >";7,; a; mit | € Z betrachten.

Beispiel 3.27 (Geometrische Reihe).

(oo}
qu:1+q+q2+q3+....
k=0

>heoq" konvergiert genau fiir alle ¢ € C mit |¢] < 1 und es gilt 3,7 ¢" = 1.

Beweis. Folge der Partialsummen

_ n+1
RS k{lf_q ¢#1 q#1
n+1 q=
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Fiir [q| < 1 gilt |¢|"*! = 0, n — 00

1— n+1 1
= 5, = d — fiir |q| < 1.
1-¢q 1-g¢

Bleibt zu zeigen: > - ¢" divergent fiir |g| > 1.

Angenommen g € C mit |¢| > 1 und (sp)nen konvergiert.

Dann
|Q|n+1 =|8n41— 5n |
—— —~~
—> S« —>Sx
Widerspruch, da |g|?t! > 1 fiir |¢| > 1 O
P , q q

Lemma 3.28. Ist > .° aj konvergent, dann ist (a;)ien eine Nullfolge.

Beweis. an+1 = Sp41 — Sn — Soo — Seo = 0, n = 00 O]

Bemerkung 3.29. Die Eigenschaft von (ax)ren eine Nullfolge zu sein, reicht nicht fiir die Konvergenz
von Y ;2 | aj aus!

Beispiel 3.30 (Harmonische Reihe).

0
k=1

ist strikt divergent.

x| =

Beweis. Folge der Partialsummen ist unbeschrankt:

2m 1
S =%
k=1
S R R
o~ 2 3 4 5 6 7 8 2n—1 41 2m = 2"
>1 ~N =\ ——
T2y 22 >4§=3 22m1. gy =1
O
Beispiel 3.31.
> (-1
k=0
a)
=01 -D+01-D+...=040+...=0
k=0
b)
D DF =1+ (-14+ D)+ (-141)+...=14+0+0=1
k=0

> 1 1
g(—l)’“ abeyanint

= (

Alles Falsch (Kostina: ,Alles Schrot!”), weil > ;2 (—1)* divergent.

3.3.1 Konvergenzkriterien

Die Konvergenz einer Reihe ist nichts anderes als die Konvergenz der Folge der Partialsummen.
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Satz 3.32. 1.

iak:aoo und ibk:boo
k=1 k=1

> (Aak + pby) = Mo + pbos VA, 1 € C.
k=1

2. Tst ap € R mit ap > 0 Vk € N dann gilt: 372, ax konvergent <= (3__; ax), o nach
oben beschrinkt.

Beweis. (1) folgt aus der linearen Kombination von Folgen.

(2) Falls ar > 0 = Folge (3_,_, ax), oy ist monoton wachsend.

Fiir solche Folgen gilt: Konvergenz <= Beschrinktheit O

Satz 3.33 (Leibniz-Kriterium). Ist (ai)ren eine monoton fallende reelle Nullfolge, so ist die

alternierende Reihe: -

z:(—l)ka;~C =—qai+ay—az+as—....
k=1

konvergent mit folgender Abschétzung:

oo

> (=D

k=n+1

<la,| VneN.

Beweis. Aus Voraussetzungen: ay > 0, s, := 2221 ag.

(l2n2a2n+1
S2p41 = Sop—1 + A2n — A2n41 > S2n—1-

Folge mit ungeraden Indizes: 51 < s3 < s5 < .. ..
Son = S2p—2 — 21t a2 < S2p—2.

Folge mit geraden Indizes: ... < s4 < 59 < 59

Son > Son+1 (Son41 = Son — Q2n+1)
Son — S2p+1 = A2p+1 — 05 n — oo

81283855 ...<84<82< 89

= [S2n+1, S2n] bilden eine Intervallschachtelung, d.h.

oo

Is00 = [ ) [s2k+1, s21]-
k=1

Soo = limy 400 S2n+1 = lim,, s o0 S21
Son+41 S Sco S Som-

Damit gilt Vk € N :
0 < 800 — S2n41 < S25 — S2p41 = G2p41-

und
0 2 Soo — S2n Z Son+4+1 — S2n = —A2n+1 2 —Q2p.

=

0< S0 —8$n|] <an,—=0 n— oo
und

o0 n o0

oY =| 3 <

k=1 k=1 k=n+1

——

Soo
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3.3 Unendliche Summe (,,Reihen”) 3 FOLGEN UND REIHEN

Beispiel 3.34 (,Alternierende harmonische Reihe”).

> 1 1 1
E )l =1 - —
=( ) 2+3

n
k=1

ist konvergent

Definition 3.35. Eine Reihe Y ;7 aj heift absolut konvergent falls Y77 | |ax| konvergiert.

n=1
konvergent, weil Y7 | L divergiert.

Beispiel 3.36. Die Reihe > | (—1)"~ 'L ist konvergent nach Leibniz Kriterium, aber nicht absolut

Satz 3.37. Aus absoluter Konvergenz einer Reihe folgt deren Konvergenz.

Beweis. Sei ), aj, absolut konvergent, d.h. )", |ax| konvergiert.

n n
Sp 1= Zak,tn = Z |ag]-
k=1 k=1

Dann gilt fiir m,n € N mit m > n.

m m
|5m*5n|: Z ag| < Z |ak|:tm*tn:|tm7t""
k=n-+1 k=n+1

Da (tp)nen konvergiert = (t,)nen ist C.F.

AUS |8 — Sn| < [tm —ta] < e

= (Sn)nen ist auch C.F. in R bzw. C

= Zak konvergiert.
k

Satz 3.38 (Majoranten Kriterium). Es sei > - b, eine reelle Reihe (b, € R Vn € N).

(i) Ist >, b, konvergent und gilt |a,| < b, (a, € C oder R ) fiir fast alle n € N (d.h.
Vn > Ny), so ist >~ ; a, absolut konvergent.

Die Reihe Y7, b, heifit Majorante der Reihe > ° | a,.

n=1

(ii) Ist Y7, by divergent und a, € R mit a, > |b,| fiir fast alle n € N, so ist die reelle Reihe
>0 | a, divergent. Die Reihe Y > | b, heift Minorante der Reihe Y 07 | a,,.

n=1 n=1

Beweis. (1) (Sn)nen, (tn)nen Partialsummen von (ap)nen, (bn)nen. Dann

n

n
|5n - 87n| < Z ‘akl < Z bk = |tn - tm‘-

k=m+1 k=m+1

— (Sn)neN ist C.F.
= (Sn)nen konvergiert.

(ii) Ann. Y >° | a, konvergiert = > ° | a, konvergente Majorante zu y .- b, = Y .o b,
konvergiert. Widerspruch.

O
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3.3 Unendliche Summe (,,Reihen”) 3 FOLGEN UND REIHEN

Beispiel 3.39. 1. Y7 I,

M= (1+1)">1+n Vn = —— <"

1 Vn.
o STy St

n._n 1<1 v
qn — 9n  9n on n.

= >, (3)™ konvergente Majorante fiir 37 | 1.

2. ool 5 st divergent, weil = > & (Vi >1) = Y7, 5 divergente Minorante.

Satz 3.40 (Quotientenkriterium). Sei (ay)nen eine Folge mit |a,| # 0 fiir fast alle n € N(a,, €
C oder R).

(i) Falls ein 0 < ¢ < 1 existiert mit

a2+|1|<q Vn € N,n > Ny,
n

dann ist Y ° | a, absolut konvergent.

(ii) Falls VL‘Zij‘ >1 Vn> Ny, soist Y.~ a, divergent.

Kostina glaubt, dass das so stimmt, aber offensichtlich ist sie sich nicht sicher.

Beweis. (i) ¥Yn > Ny gilt:
lan| < qlan—1] < ... < ¢ Van,|.

‘aNol
q™No

=

>0 1 q" ist konvergente Majorante.

(ii) lan| > lan—1] > ... > lany] = (an)nen keine Nullfolge = >~ | a,, divergiert.

Beispiel 3.41 (Exponentialreihe). Vz € C :

oo n

Z g exp(z) oder €.
n!
n=0
Zahl e := exp(1) > " %7 absolut konvergent, fiir alle z € C.
|Z|n+1
o e 2 |ant1| _ Gt _ 2]
" n! |an] @ n+1
Fiir n > 2|z| gilt:
|ant1] || 1
_— = <-=qg<1l
|an] nt1-2 1

Satz 3.42 (Wurzelkriterium). Es sei Y~ | a, eine Reihe (a,, € R oder C ).

(i) Falls3 0< ¢ <1und Ny € N mit

Ylan| <q V¥n> Ny,

so ist >~ a, absolut konvergent.

(ii) Falls 3Ny mit {/|a,| > 1 Vn > Ny, soist >~ a,, divergent.

Beweis. 1. Fir n > Ny ist |a,| < ¢" = konvergente Majorante
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3.4 Umordnen von Reihen 3 FOLGEN UND REIHEN

2. ¥/|an] >1 = |an| > 1 = (an)nen keine Nullfolge = Divergenz.

Bemerkung 3.43. Im Quotientenkriterium und Wurzelkriterium wird gefordert:

|a2+1| bzw. V/|an| < ¢ < 1.

|an|

Die Forderung % bzw. {/|a,| < 1 reicht nicht: Bsp.: Y7, + divergent.

Satz 3.44 (Verdichtungskriterium von Cauchy). Sei (an)nen, an € R4, eine reelle, positive
monoton fallende Nullfolge. Dann gilt

oo oo
Zak konvergent <= ZQkan konvergent.
k=1 k=1

Beweis. durch Ubung. O
Beispiel 3.45. > > 1

n=1 n«

1. a <O0: (n%)nGN keine Nullfolge = 37 | -L divergent.

2. a>0:

mit g = 21—
Falls |g| <1 <= konvergenz
d.h. @« > 1 <= konvergenz

3.4 Umordnen von Reihen

Definition 3.46 (Umordnung). Sei > | a, eine Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbil-
dung.

Q.

Dann heiRt Y707 | ar(n) = ar(1) + Gr(2) + - . . eine Umordnung der Reihe )

n=1

Beispiel 3.47.
i(_l)nﬂ—l Ll Lk iert
- = 5 T3t konvergiert.

n=1
Umordnung:
1 1+1 1+1+1 1+1+1+1+1 1
2 3 4 5 7 6 9 11 13 15 8
>44>7
(s +ot L !
41 243 T 2m4on— ] 2n+2°
>on—l =>4
divergiert!

> (_17)1”“ konvergent, aber nicht absolut konvergent, deshalb kann eine Umordnung die Konver-

genzeigenschaften drastisch dndern !!!
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3.5 Das Cauchy-Produkt von Reihen 3 FOLGEN UND REIHEN

Satz 3.48 (Umordnungssatz). Sei > - | a, eine absolut konvergente Reihe.

n=1

Dann konvergiert jede Umordnung dieser Reihe absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Forster. O

Bemerkung 3.49. Ist >~ a, eine reelle Reihe, welche konvergiert, aber nicht absolut, so gibt es
zu jedem ¢ € R oder ¢ = £oo eine Umordnung > | a,(,), welche gegen ¢ € R konvergiert (oder
divergiert).

3.5 Das Cauchy-Produkt von Reihen

Satz 3.50 (Cauchy-Produkt). Seien > ° ja, und > ° b, absolut konvergente Reihen. Fiir
n € Ny sei ¢,, definiert durch

Cp = Z arbp_1 = aob, + a1bp—1 + ...+ aybp.
k=0

Dann ist die Reihe Y7 ¢, absolut konvergent mit > po g cn = (O regan) (X negbn)

Beweis. Forster. O

Bemerkung 3.51. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist wichtig:

ni z_:b mit a,, := b, (n—i)—n

konvergieren, aber ihr Cauchy-Produkt:

]

n
Cp 1= E arbn_r, n € Np.
k=0

divergiert

Beweis. durch Ubung. O
Beispiel 3.52. Fiir z,y € C gilt

exp(z +y) = exp(z) - exp(y).

Beweis.
oo

exp(x) = Z ,exp(y Z ZL—"

n:O
Bilde Cauchy-Produkt
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3.6 Potenzreihen 4 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Korrolar 3.53. (i) Vz € C gilt (exp(z))~! = exp(—=2)
(if) Vx € R gilt exp(z) >0

(iii) Vn € Z ist

e-e-...-e n>0
exp(n)=e"=Sel-e7t.....e7t n<o.
1 n=>0

Beweis. (i) exp(—z) -exp(z) = exp(—z+ z) = exp(0) =1

(ii) Firz e R,z >0ist exp(z) =14+a+...>0
Fiir x < 0 ist (exp(z))™! = (exp(—x)) > 0 = exp(z) > 0.

(iii) Zz.: exp(n) =e™ Vn eN
Vollsténdige Induktion:
n =1 :exp(l) = e nach Definition
n—n+1:exp(n+1)=exp(n)- -exp(l) =e" e =t
Fir n € Z mit n < 0 gilt:

n

(exp(n))~t =exp(—n) =e™ " = exp(n) =¢

3.6 Potenzreihen

Definition 3.54. Eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zy € C ist definiert durch
o)
Z an(z — 29)",z € C.
n=0

an, € C,Vn € Ny

Beispiel 3.55 (Exponentialreihe). Y7 = L 2" mit Entwicklungspunkt 0 € C konvergiert fiir Vz € C.

n=0 n!

Definition 3.56 (Konvergenzradius). Zur Potenzreihe Y ;- ax(z — 20)* definiere den Konver-

genzradius p durch
1

p= :
lim;, o SUp 3/ |an]

Satz 3.57. (i) > .o, an(z — 20)" konvergiert absolut Vz € C mit |z — zo| < p

(i) 207, an(z — 20)™ divergiert fiir Vz € C mit |z — 29| > p

n=1

(iii) fiir |z — 20| = p ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beispiel 3.58. fiir Aussage (iii)

S S 0o .
D a i’ .
@ D% D 7@
k k2
k=1 k=1 k=1
~—— ~—— ~——
divergent fiir |z|=1 div fiir z=1, konv fiire=—1 konvergent fiir |z|=1

p =1 fiir alle Reihen.

4 Funktionen und Stetigkeit

40



4.1 Grenzwerte bei Funktionen 4 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Definition 4.1 (Funktion). Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge. Eine reellwertige oder
komplexwertige Funktion auf D ist eine Abbildung:

f:D—R bzw. f:D—C.

Fiir zwei Funktionen f,g: D — R(oder C) definieren wir

(f+9)(x) := f(x) + g(x)
(f —9)(z) = f(z) — g(x)
(f-9)(z) := f(z) - g(z)

f _ @)
(9) @) =@

4.1 Grenzwerte bei Funktionen

Definition 4.2 (Beriihrpunkt). Sei D C R. Ein Punkt a € R heiflt Beriihrpunkt von D, falls in
jeder 9-Umgebung von a, d.h.

Us(a) :==la —d6,a + §[= (a — d,a + 0).

mindestens ein Punkt von D liegt, d.h.

la—éd,a+d6[ND#0 V5>0.

Beispiel 4.3. 1. a € D = a Beriihrpunkt von D
2. D =|0,1], 0 ist Berithrpunkt von D, denn V§ > 0] —4,6[N]0,1[# 0, dad >0
3. D =1,2],0 ist kein Bertihrpunkt von D, denn z.B. fiir § = % :

11
1 — 5,5[0[1,2] =0.

Lemma 4.4 (Aquivalente Definition von Beriihrpunkten). a ist ein Beriihrpunkt von D <= 3
Folge (an)neny C D mit lim,, oo a,, = a

Beweis. durch Behauptung O

Definition 4.5 (Grenzwert bei Funktionen). 1. Sei f : D — R, D C R und z sei ein Be-
rithrpunkt von D. f hat in 2y den Grenzwert (oder limes), yo € R, falls

Ve>0 36>0:|f(x)—yo| <e VaxeD,|z—mxo <.

Schreibweise:
lim f(z) = yo.
T—rTo

Yo ist eindeutig bestimmt.

yo kann von D abhéngig sein und man schreibt daher zur Verdeutlichung ein « € D darunter.

2. Sei zg ein Beriithrpunkt von D N ]z, oo[. Dann hat f in zy den rechtsseitigen Grenzwert yg

hat, falls
lim x € DN]xzg, oo[f(x) = yo.
Tr—>T0o
Schreibweise
lim+ f(x)=wyo
.'L'—>.'L'0
li = 1p.
Jim f(@) =wo
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4.1 Grenzwerte bei Funktionen 4 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

3. Sei z( ein Berithrpunkt von DN| — oo, zo[. Dann hat f in zy den linksseitigen Grenzwert

Yo, falls
lim x € DN]xzg, oo[f(x) = yo.
Tr—xo
Schreibweise:
lim f(z) =yo
CL")ZEO
li =
Jim f (@) = yo-

Beispiel 4.6 (Heaviside Funktion). H : R — R, def. durch

1 x>0
H(z):=<1 z=0.
0,z <0
Fiir zg > 0 gilt lim,,,, H(z) = 1.
Beweis. Sei € > 0, wihle § := %> > 0. Dann gilt
H(z)—1]=0<e VmeRﬂ]xo—%,xo—k%[.
O
Analog finden wir, dass fiir g < 0 gilt lim, ., H(z) = 0.
lim,_,o H(x) existiert nicht!
Beweis. Angenommen: lim,_,o H(z) = yo-
Dann wahlen wir € = %, dann ex. § > 0 mit
1 .
|H(z) —yo| < 1 Vo mit x € | — 4, 4].
— 1=|H(=0)| — H(6)| < |H(=6) —yol + [yo — H(d)| < § + = 3 Widerspruch!
= lim,_,o H(x) existiert nicht. O

Es gibt lim, o H(z) = 0 und limg\ o H(x) = 1, weil

|H(z)— 0] =0 VYae]—260]
|H(z)— 1] =0 Vae€]0,d].

Lemma 4.7 (Restgliedabschitzung der Exponentialreihe).

exp(x Z Z —|—RN+1 x).
, d.h.
n+1 Z %
n=N+

|| N+ N+2
|Rnq1(z)] < 2ma Vi|z| < TaN € No.
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4.2 Stetigkeit

4 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

Beweis.
oo n N+1 2
a2 |z| ||
R = 1
[ (@) n;ﬂ W T Ny ( R R ) T v Y
2 3
e SO I N I SO A
(N +1)! N+ 2 " N +2 N+2
LIRSy +5 L
(N +1)! 2 .
JaM S <1>
TN+ =2
|| N+
(N +1)V
O
Beispiel 4.8.
ili% exp(z) = 1.
Beweis. Sei € > 0, wihle § := {. Dann gilt Vo € | — §, {[, wobei O.B.d.A. { < 1, dass
| |O+1 €
lexp(z) — 1] = [Ro41| < 2- 0+1)! :2\$|<2‘1:*<6
O
Lemma 4.9 (Folgenkriterium). Sei f: D — R, D C R und = ein Beriihrpunkt von D. Dann
gilt
lim f(z) = <=V Folgen (x,)ney C D mit lim z, =z gilt lim f(z,) = yo.
T—xTo n— o0 n— 00
Beweis. o ., —": Sel (xp)neny C D mit lim,, o z, = 2p.

Zu zeigen: lim, o f(xo) = yo. Sei also € > 0, nach Def. von lim,_,,, f(z) existiert ein 6 > 0,

s.d.

|f ()

—y0|<6

Vz € D mit |z — x| < 4.

Zu 6 > 0 ex. ein Index ng € N mit |z, —zo| < Vn > ns.

= |f(xn) _y0| <€
= lim,, f(xn) = Yo

Vn > ng

o , < 7 Zu zeigen.: lim, ., f(x) = yo, d.h.

Ve> 036> 0: |f(z)

Angenommen das gilt nicht.

—y0|<6

Vo € D: |x — xo| < 0.

Dann Jeg > 0, s.d. V6 > 0 ein € D mit | — 2| < 6 und |f(z) — yo| > €o-

= Fiir alle n € N 3z,, € D mit |z, — 0| < 2 und |f(z) — yo| > €0
— Diese (2,,)nen definieren eine Folge mit lim,,_, o n, = 20, aber |f(z,) —yo| > €0 Vn €N
= f(x,) konvergiert nicht gegen 1. Widerspruch!
— Annahme ist falsch =— Behauptung
O

4.2 Stetigkeit

Definition 4.10 (Stetigkeit). Sei f: D — R, und a € D. f heifit stetig im Punkt a, falls

lim f(z) =

r—a
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4.2 Stetigkeit 4 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

f heifst stetig in D, falls f stetig in a ist Va € D.

Aquivalente Definitionen

Definition 4.11 (Stetigkeit per € / § Argument). f ist stetig in a <=

Ve > 035 > 0mit |f(z) — f(a)] <e Vae& D mit|z—al<o.

Definition 4.12 (Stetigkeit mit Folgen). f ist stetig in a <=

V Folgen (zp)nen in D mit lim x, = a gilt, dass lim f(z,) = f(a).
n— 00 n—00

Definition 4.13 (Stetigkeit mit Bild). f ist stetigin a <= Ve > 03 > 0 s.d.

f(Us(a)) C]f(a) =€ f(a) + [ = Uc(f(a))-

Beispiel 4.14. (1) Konstante Funktionen und die Identitit sind auf ganz R stetig.
Konstante Fkt.: Wahle § beliebig, da

VeeR: |z —a|<d = 0=|f(x) — f(a)] <e.
Bei der Identitdt: Wahle § := € > 0, denn

Ve e Rmit |z —a|<d=€¢ = |f(z) — fla)| =]z —a| <e.

(2) |-|: R — R ist stetig auf R. Das folgt aus Rechenregeln fiir Folgen,
f(@n) = fla),n =00 = |f(zn)| = |f(a)].

(3) exp: R — R ist stetig auf ganz R.
Sei a € R. Sei (xy,)nen Folge mit

lim z, =a = lim (z, —a) =0.
n—oo n—oo

Aus lim, ¢ exp(z) = 1 folgt lim,,—, o exp(z, —a) =1

= lim exp(z,) = lim (exp(a) + exp(n —a))) = exp(a) - 1 = exp(a).

Tz—a Tp—ra
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