Analysis III: Ubungsblatt 1 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 >

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: A, ist eine o-Algebra auf X.

Beweis. (i) X € A, denn pu(0) =0, da u Mah und XAX = 0. Mit (i) ist auch ) = X¢ € A,,.
(i) Sei A€ A,. Dann ex. B,C € Amit ;(C) =0 und AAB C C. Dann ist

A°A B = A°\ B°UB°\ A° =B\ AUA\ B =AABCC
€A

Also A € A,,.

(iii) Sei A; € A, fiir i € N. Dann ex. Vi € N ein B; € A und p-Nullmenge C; € A, s.d. A;AB; C C;.

Betrachte nun B := | J;cy B; und C := |, Ci- Es ist B,C € A da A o-Algebra. Aukerdem ist
w(C) =0, wg. o-Additivitit von u. Damit folgt

e (U)oU)
(Um\UBJU<U&\UAJ

€N €N ieN ieN
C (UAi\BZ) U <U Bi\Ai>
€N €N
=J A\ BiUB;\ 4;)
€N
c C;
=C.

Beh.: 1 ist ein MaR.

Beweis. (i) Z.z.: i wohldefiniert. Sei dazu A € A, und B,B’,C,C" € A, s.d. AAB C C und
AAB’ C C'. Definiere C := C U’ € A Es folgt direkt u(C') = 0. Es gilt weiter

C > (AAB) A (AAB') = ANAABAB
—_— = =
cc ccr =0
= BAB’

=B\B UB'\B.

Also insbesondere B\ B’ ¢ C'und B’ \ B ¢ C. Mit B = (B\ B') U (BN B’) disjunkt und der
o-Additivitdt von p folgt

w(B) = u(B\B') + u(BNB')
H/"—/
cC
=0+u(BNB)+0
=uw(BNB')+u(B'\ B)
H,~_/
cc
= u(B").

Also 7z wohldefiniert.
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(ii) Z.z.: (@) = 0. Es ist OAQ = 0, also u(0) = u(0) = 0.

(iii) Die o-Additivitét folgt direkt aus der o-Additivitat von p.

Aufgabe 2.



