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Aufgabe A1 A2
∑

Punkte

Aufgabe 1. Beh.: Aµ ist eine σ-Algebra auf X.

Beweis. (i) X ∈ Aµ, denn µ(∅) = 0, da µ Maÿ und X4X = ∅. Mit (ii) ist auch ∅ = XC ∈ Aµ.

(ii) Sei A ∈ Aµ. Dann ex. B,C ∈ A mit µ(C) = 0 und A4B ⊂ C. Dann ist

Ac4 Bc︸︷︷︸
∈A

= Ac \Bc ∪Bc \Ac = B \A ∪A \B = A4B ⊂ C.

Also Ac ∈ Aµ.

(iii) Sei Ai ∈ Aµ für i ∈ N. Dann ex. ∀i ∈ N ein Bi ∈ A und µ-Nullmenge Ci ∈ A, s.d. Ai4Bi ⊂ Ci.
Betrachte nun B :=

⋃
i∈NBi und C :=

⋃
i∈N Ci. Es ist B,C ∈ A da A σ-Algebra. Auÿerdem ist

µ(C) = 0, wg. σ-Additivität von µ. Damit folgt

A4B =

(⋃
i∈N

Ai

)
4

(⋃
i∈N

Bi

)

=

(⋃
i∈N

Ai \
⋃
i∈N

Bi

)
∪

(⋃
i∈N

Bi \
⋃
i∈N

Ai

)

⊂

(⋃
i∈N

Ai \Bi

)
∪

(⋃
i∈N

Bi \Ai

)
=
⋃
i∈N

(Ai \Bi ∪Bi \Ai)

⊂ Ci
= C.

Beh.: µ ist ein Maÿ.

Beweis. (i) Z.z.: µ wohlde�niert. Sei dazu A ∈ Aµ und B,B′, C, C ′ ∈ A, s.d. A4B ⊂ C und
A4B′ ⊂ C ′. De�niere C̃ := C ∪ C ′ ∈ A Es folgt direkt µ(C̃) = 0. Es gilt weiter

C̃ ⊃ (A4B)︸ ︷︷ ︸
⊂C

4 (A4B′)︸ ︷︷ ︸
⊂C′

= A4A︸ ︷︷ ︸
=∅

4B4B′

= B4B′

= B \B′ ∪B′ \B.

Also insbesondere B \ B′ ⊂ C̃ und B′ \ B ⊂ C̃. Mit B = (B \ B′) ∪ (B ∩ B′) disjunkt und der
σ-Additivität von µ folgt

µ(B) = µ(B \B′︸ ︷︷ ︸
⊂C̃

) + µ(B ∩B′)

= 0 + µ(B ∩B′) + 0

= µ(B ∩B′) + µ(B′ \B︸ ︷︷ ︸
⊂C̃

)

= µ(B′).

Also µ wohlde�niert.
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(ii) Z.z.: µ(∅) = 0. Es ist ∅4∅ = ∅, also µ(∅) = µ(∅) = 0.

(iii) Die σ-Additivität folgt direkt aus der σ-Additivität von µ.

Aufgabe 2.
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