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Aufgabe Al A2 A3 A4 A5 >
Punkte
Aufgabe 1. Beh.: Seien n paarweise verschiedene Stiitzstellen {zo, ..., z,_1} gegeben und eine Per-
mutation derselben {Zg, ..., Z,_1}. Dann gilt
f[x()v s 7xn71] = f[fi.()» LR ‘%nfl]~

Beweis. Es gilt nach VL mit der Newtondarstellung fiir das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen
Loy o3 Tp—1-

p(x) = Zy[x(% 7x7,]NZ(x)
i=0
n—2
= Z y[$07 v 7$1]NZ($) + y[$07 v >xn71]anl($)
i=0
n—2
= O(IH*Q) + y['x()v s 71177,—1} H (I - xt)
i=0
= 0" ?) +ylzo,...,Tn-1] (2" + O(2"?))
=ylzo,...,Tp1]z" "t + O(@"?).
Der Leitkoeffizient des Interpolationspolynoms in der Monombasis ist also y[zo, ..., z,—1]. Dieser ist
unabhédngig von der Reihenfolge der Stiitzstellen. Damit folgt die Behauptung. O

Aufgabe 2. Beh.: Fiir N > 2710? gilt Jmax |f(z) — s(z)] < 10712

Beweis. Es ist f € C*([0,1]). Dann gilt nach VL

6 = max |f(z)—s(z)| < h* max |[f®(z)|.

0<z<1 0<z<1
Mit f(z) = sin(2nz) folgt sofort

f®(z) = 167* sin(2rz)  also max |f @ (z)| = 167

Mit h = % ergibt sich
4

§< 16% — N> 276 = 2710°.

Aufgabe 3. Beh.: Das komplexe trigonometrische Interpolationspolynom ist gegeben als

Beweis. Die Stiitzstellen sind als z; = %, j=0,...,3 gegeben. Damit folgt

F(x0) = £(0) = min{0,2} = 0

=)= b3}
f(w2) = f(7) = min{1,1} =1

Fls) = f (}) :min{g,;} _ %
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Die Interpolationsbedingung ist erfiillt, denn

—_
—_
—_

* ]- 1 1z ]- iéwil

t(l’l)—ifie_% 716_2f§ff(131)

* 1 1 T 1 T

t (962):5—1‘6 T1E ,=1= f(z2)
=—1 =—1

* 1 1 i2n 1 idr 1 _

t($3)—§—162 _Zezv—i—f(l'g).
=1 =—1

Aus der Eindeutigkeit des komplexen trigonometrischen Interpolationspolynoms folgt die Behauptung.
O

Aufgabe 4. a) (1) Esist
V(x)=6x—14 = f{(0) =—14 #0.
Also erfiillt f; nicht die natiirlichen Randbedingungen, also f; ¢ S(X).
(2) Esgilt fir 0 <z < 1:

fa(z) = 9 )
3 59 251 3
3(z) = 3 2= D)
V() = -3z 225 —3und £7(0) =0
Fir 1 <z <2 gilt:
3 1 3 1
fo(z) = (@ =1)° = 52° = fo(l) =3

3 3
fi(e) =3 1) = Sa* = fi(1) = 3
flx)=3z—-6 = f/(1)=—-3und f(2) = 0.
f2 ist auf beiden Teilintervallen ein Polynom von Grad 3 und damit auf den Teilintervallen
beliebig oft stetig differenzierbar. Aufserdem ist f, 2 mal stetig differenzierbar an der Stelle

1, also insgesamt fo € C?(]0,2]). Die natiirlichen Randbedingungen sind auferdem erfiillt,
also folgt fo € S(X).

(3) Es ist

Y(z) =6z —2 = f§(0)=—-2+#£0.
Also erfiillt f3 nicht die natiirlichen Randbedingungen, also f5 ¢ S(X).
b) Der interpolierende Spline s von f(x) = 23 folgt mit der Darstellung der VL direkt als
(@) = 1+ 4z +4,52% + 1,523 zr €[0,1)
18485 —1)—1,5(z—1)® ze[l,2]’

Aufgabe 5. Ausziige aus splines.cc:

template<typename REAL>

2 void solveTriDiag(hdnum::DenseMatrix<REAL> &A, std::vector<REAL> &x, std::vector<REAL>

10
11

14

&b) {

int N = b.size();

x[0]1 = A[01[0];

// LU Zerlegung

REAL 1;

for (int j=1; j<N; j++) {
// berechne 1 faktor
1 = ACj105-11 / x[j-11;
// modifiziere diagonalelemente und rechte seite
x[j] AC3IC05] - 1 » A[j-11LC5];
blj] b[jl - 1 * b[j-11;

}

// Loesen durch Rueckwaertseinsetzen
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15 x[N-1] = b[N-1] / x[N-1];

16 for (int j=N-2; j>=0; j--) {

17 x[j] = (b[3] - ACjIC0j+11*x[j+11)/x[j1;
18 }

1o}

Schneller Loser fiir tridiagonale Matrizen

Implementation in einer Klasse CubicSpline. Die Funktion getCubicSpline entspricht dem ersten Kon-
struktor.

1 template<typename REAL>

2 class CubicSpline {

3 public:

4 // erstelle einen kubischen spline mit vorgegebenen stuetzstellen
5 // und werten

6 CubicSpline(std::vector<REAL> xs, std::vector<REAL> ys) {

7 calculateCoefficients(xs, ys);

8 }

10 // erstelle einen kubischen spline mit vorgegebenen stuetzstellen

11 // und einer zu interpolierenden funktion

12 CubicSpline(std::vector<REAL> xs, REAL (*f)(REAL)) {

13 int N = xs.size();

14 std::vector<double> ys(N);

15 for (int i=0; i<N; i++) {

16 ys[il = £(xs[il);

17 ¥

18 calculateCoefficients(xs, ys);

19 }

20

21 // erstelle einen kubischen spline an aequidistanten stuetzstellen

22 // und einer zu interpolierenden funktion

23 CubicSpline (REAL a, REAL b, int N, REAL(*f)(REAL)) {

24 std::vector<double> xs(N+1);

25 std::vector<double> ys(N+1);

26 for (int i=0; i<=N; i++) {

27 xs[i] = a + (1.0%i)/N#*(b-a);

28 ys[il = £(xs[il);

29 ¥

30 calculateCoefficients(xs, ys);

31 }

32

33 // werte kubischen spline an vorgegebener stelle aus

34 REAL evaluate (REAL x) {

35 for (int i=1; i<x_s.size(); i++) {

36 if (x > x_s[i] && i < x_s.size() - 1) {

37 continue;

38 } else {

39 return a_0[i-1] + a_1[i-1] *(x - x_s[i]) + a_2[i-1]*std::pow(x -
x_s[i], 2) + a_3[i-1]*std::pow(x-x_s[i], 3);

40 ¥

41 }

42 return 0;

43 }

14

45 // gebe alle interpolations polynome aus

16 void print () {

a7 for(int i=0; i<x_s.size()-1; i++) {

18 printf ("p_%d(x) = %4.2f + %4.2f(x - %4.2f) + 44.2f(x - %4.2f)"2 + 4.2
f(x - %4.2f)"3\n",

49 i, a_0[1i], a_1[il, x_s[il, a_2[il, x_s[il, a_3[il, x_s[il);

50 }

51 }

53 private:

54 // stuetzstellen
55 std::vector<REAL> x_s;
56 // koeffizienten
57 std::vector<REAL> a_0;

58 std::vector<REAL> a_1;

59 std::vector <REAL> a_2;

60 std::vector <REAL> a_3;

61

62 void calculateCoefficients(std::vector <REAL> xs, std::vector<REAL> ys) {
63 // stuetzstellen from x_0 ... to x_n



Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 10

int n = xs.size()-1;
// copy stuetzstellen
Xx_s = std::vector<double>(n+1);
X_S = XS;
// setup (n-1)x(n-1) matrix for a_2
hdnum: :DenseMatrix <REAL> A(n-1,n-1);
std::vector <REAL> b(n-1);
std::vector <REAL> x(n-1);
REAL h; // h_i
REAL hi; // h_{i+1}
// setup LGS for a_2
// A has tridiagonal structure
for (int i = 1; i<n; i++) {

h = xs[i] - xs[i-1];

hi = xs[i+1] - xs[il;

bli-11 = 3 * ((ys[i+1] - ys[il)/h1l - (ys[il - ys[i-11)/h);

if (i > 1) {

A[i-1]1[i-2] = h;
} if (i < n-1) {
A[i-1]1[i] = hi1;
¥
A[i-1][i-1] = 2 * (h + hil);

/ initialize vectors
= std::vector<double>(n);
std::vector <double>(n);

_2 = std::vector<double>(n);

a_3 = std::vector<double>(n);

solveTriDiag(A,a_2,b);

// natuerliche randbedingung

a_2[n-1] = 0;

// berechne restliche koeffizienten

for (int i = 1; i<=n; i++) {

h = xs[i] - xs[i-11; // h_i

hl = xs[i+1] - xs[il; // h_{i+1}

a_0[i-1] = ys[il;

if (4 == 1) { // a_2[-1] =0
a_1[i-1] = (ys[i] - ys[i-11)/h + (h/3)*(2*%a_2[i-1]);
a_3[i-1] (a_2[i-11)/(3%h);

} else {
a_1[i-1] = (ys[i]l - ys[i-11)/h + h/3*%(2*a_2[i-1] + a_2[i-2]);
a_3[i-1] (a_2[i-1] - a_2[i-21)/(3 * h);

[C I N

N = O

Konstruktion und Auswertung eines kubischen Splines

Abbildung 1: Rekonstruktion des Sauriers

Leon Burgard, Christian Merten



