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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. � Berechnung der LU-Zerlegung. Es ist

PA =
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L ergibt sich durch die Faktoren der Zeilenoperationen, also

L =
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Damit folgt

PA = LU =
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� Es ist

det(PA) = det(LU) = det(L)det(U) = −20 =⇒ det(A) = − 20

det(P )
= 20.

Es ist zunächst ẽ1 = Pe1 = e2, ẽ2 = Pe2 = e1, ẽ3 = Pe3 = e3 und ẽ4 = Pe4 = e4. Damit folgt
durch Vorwärtseinsetzen in Lyi = ẽi:

y1 =


0
1
0
1

 , y2 =


1
0
1
− 1

2

 , y3 =


0
0
1
1
2

 , y4 =


0
0
0
1

 .

Und durch Rückwärtseinsetzen in Rxi = yi folgt
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Die xi sind die Spalten von A−1, also folgt direkt
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Damit folgt direkt

Ax = b =⇒ x = A−1b =


1
2
3
4

 .
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� Für die Kondition gilt nach VL

cond∞(A) = ‖A‖∞‖A−1‖∞ = 24 · 79 3

20
= 1899

3

5
.

Aufgabe 2. Sei T wie in der Aufgabe gegeben mit bc > 0.

(a) Es gilt

(vk)i = νi sin

(
i
kπ

n+ 1

)
.

Es sei auÿerdem (vk)0 = (vk)n+1 = 0. Damit folgt

(Tvk)i = c(vk)i−1 + a(vk)i + b(vk)i+1.

Es gilt auÿerdem
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Weiter ist

(λkvk)i =

[
a+ 2bν cos

(
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νi sin

(
i
kπ

n+ 1

)
= aνi sin
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+ 2bνi+1 cos

(
kπ

n+ 1

)
sin

(
i
kπ

n+ 1

)
nützl. Formel

= a(vk)i + bνi+1 sin

(
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)
+ bνi+1 sin

(
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= a(vk)i + b(vk)i+1 + c(vk)i−1.

Damit folgt
(Tvk)i = (λkvk)i =⇒ Tvk = λkvk.

Also vk Eigenvektoren zu EW λk. Da T ∈ Rn×n, sind die n Eigenwerte λk alle Eigenwerte von
T .

(b) Beh.: cond2(T ) = O(n2).

Beweis. Für a = 2 und b = c = −1 ist T symmetrisch. Auÿerdem gilt für die Eigenwerte von T :

λk = 2− 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
.

Es gilt für k = 1, . . . , n:

0 <
kπ

n+ 1
< π =⇒

∣∣∣∣cos( kπ
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)∣∣∣∣ < 1 =⇒ λk > 0.

Also ist T positiv de�nit. Es gilt weiter
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Damit folgt λmin(T ) = λ1 = 2 − 2 cos
(

π
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)
und λmax(T ) = λn = 2 − 2 cos

(
nπ
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)
. Da T

symmetrisch und positiv de�nit gilt also

cond2(T ) =
λmax(T )

λmin(T )
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)
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Für π
n+1

n→∞−−−−→ 0. Also folgt mit Taylorentwicklung 2. Ordnung

2
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Damit folgt
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2
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Damit folgt cond2(T ) = O(n2).
Aufgabe 3. a) Es sei

A(k) =

[
R

(k)
11 R

(k)
12

0 B(k)

]
(2)

mit

B(k) =

[
α(k) (w(k))T

σ(k) C(k)

]
. (3)

wobei C(k) ∈ R(n−k−1)×(n−k−1) und σ(k), w(k) ∈ Rn−k−1, α(k) 6= 0. Da α(k) 6= 0, ist die Pivoti-
sierung bereits durchgeführt oder nicht notwendig. Es gilt damit nach VL

A(k+1) = A(k) − l(k+1)(u(k+1))T . (4)

mit

l
(k+1)
i =

0 1 ≤ i ≤ k
a
(k)
i,k

a
(k)
k,k

k + 1 ≤ i ≤ n
und u(k+1)

j =

{
0 1 ≤ j ≤ k
a
(k)
k,j k ≤ j ≤ n

.

Mit (2) folgt damit

l(k+1) =

 0
1

a
(k)
k,k

σ(k)

 und u(k+1) =
[
0 (w(k))T

]
.

Mit (1) und (3) folgt somit

A(k+1) = A(k) −

0 0 0

0 0 0

0 0 1
α(k)σ

(k)(w(k))T


Für B(k+1) gilt damit

B(k+1) = C(k) − 1

α(k)
σ(k)(w(k))T .

b) Der Algorithmus führt die Gauÿ-Elimination zeilenweise durch. Dabei wird für Zeile i folgender-
maÿen verfahren:

1) Für jede Spalte, die nicht rechts der Diagonale ist, wird zunächst das i-te Element des
l(j)-Vektors berechnet.

l
(j)
i = ai,j−1 =

ai,j−1
aj−1,j−1

.

Das Element aj−1,j−1 ist das Pivotelement des j-ten Schritts der LU Zerlegung aus der VL.
In der Schleife für k, werden dann für ai,j sukzessiv alle Rang-1-Updates ausgeführt, der

bis dahin berechneten l(k)i .

2) Die Elemente in den Spalten rechts der Diagonale sind keine Pivotelemente. Deshalb werden

hier direkt die Rang-1-Updates l(1)i bis l(i−1)i , die links der Diagonale stehen, ausgeführt.

Damit ist die Zeile i auf die �nale Form gebracht und es wird mit i+ 1 weitergemacht.

Aufgabe 4. Implementierung siehe prog_sparse_matrix.cc. Plot in sparse_plot.png.

Die Komplexität in der DenseMatrix Variante ist wie zu erwarten O(N2) und die Komplexität der
SparseMatrix Variante O(N), da die Anzahl der Nicht-Null Elemente der verwendeten Flussmatrix aus
dem Rohrleitungsnetzwerk linear ansteigt.
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