Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 6 Leon Burgard, Christian Merten

Aufgabe Al A2 A3 A4 >

Punkte

Aufgabe 1. e Berechnung der LU-Zerlegung. Es ist

-2 6 3 10 -1 -2 6 3 10
0 —4 10 2 1 0 -4 10 2
PA = ~
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L ergibt sich durch die Faktoren der Zeilenoperationen, also
1 0 0 O
0 1 0 O
L= -1 0 10
1 -1 -1 1
Damit folgt
100 oo\ (2 0 8
0 1 0O 0 0 -4 10 3
PA=LU = 1 0 1 0 0 0 10 %
1
L=t =2 JXo o o -1
o Esist 90
det(PA) = det(LU) = det(L)det(U) = —20 det(A) = ———< =20
et(PA) = det(LU) = det(L)det(U) = ~20 = det(4) = -

Es ist zunéchst e, = Pe; = e3, €3 = Peg = e1,€3 = Peg = e3 und é4 = Pey = e4. Damit folgt
durch Vorwértseinsetzen in Ly; = ¢é;:

0 1 0 0
N | o 0 0
=199~ 1 "B =111% |0
1 1
1 - i 1
Und durch Riickwértseinsetzen in Rx; = y; folgt
_ 541 271 49 263
_1 P _3 _3
— 7] — 1 - 3
Ty = 9 yL2 = | T4 | X3 = 1 y Lq = 9
5 5 5
—4 2 -2 —4
Die z; sind die Spalten von A~!, also folgt direkt
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Damit folgt direkt

Az =b = z=A"1b=

B~ W N =



Einfiihrung in die Numerik: Ubungsblatt 6 Leon Burgard, Christian Merten

e Fiir die Kondition gilt nach VL

3 3
deo(A) = [|AllcolA™ oo = 24 - T9— = 1899=.
condoc(4) = [| A A7 5 E

Aufgabe 2. Sei T wie in der Aufgabe gegeben mit be > 0.

(a) Es gilt

(vg); = v/ sin <z hm )

n+1

Es sei aufserdem (vg)o = (vk)n+1 = 0. Damit folgt

(Twg)i = c(vk)i—1 + a(vg); + b(vk)it1-

Es gilt aufserdem

. %"'% c%"’% c%_% .
it = bc. = — =c— =/t 1
bsts b33 bi—3 )
Weiter ist
km , km
A i = 2b _— "sin [ 4
(Akvk) [a—l— v COS <n+1>}u sm<2n+1)
. k X k k
= av'sin | ¢ il + 200 cos il sin | ¢ il
n+1 n+1 n+1

km

niitzl. Form ; . . ; . . k
iitzl. Formel a(vy); + bt sin ((2 + l)n n 1) + byitl gin <(z - l)n :1)

—~
~—

= a(vg)i + b(vk)it1 + c(vg)i-1.

Damit folgt
(Tvk)i = ()\kvk)i — Tvk = )\kvk.

Also vy, Eigenvektoren zu EW A\,. Da T' € R"*" sind die n Eigenwerte Ay alle Eigenwerte von
T.

(b) Beh.: conds(T) = O(n?).

Beweis. Fiir a =2 und b = ¢ = —1 ist T symmetrisch. Auferdem gilt fiir die Eigenwerte von T":

k
A, =2 — 2cos <7T>
n+1

k
cos<w>’<1 = A\ > 0.
n+1

Es gilt fir k=1,...,n:

0< <T =

n+1

Also ist T positiv definit. Es gilt weiter
. km nmw
min cos = coS
1<k<n n+1 n+1

km s
max cos = cos .
1<k<n n+1 n+1

Damit folgt Amin(7) = A1 = 2 — 2005( s

n+1

SN—

und Amax(T) = A\, = 2 — 2cos (n”—_:l) Da T
symmetrisch und positiv definit gilt also

() _ 1o () 2
) = T e () T (]
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n—oQ

Fir 25 — 0. Also folgt mit Taylorentwicklung 2. Ordnung
2 _ 2 <t 2 4n+1)?
T o 2 3 -~ _ w2 2 ’
1 — cos (TH) 1-— (1 ~ gz T @) ((n+1)3)) 2(nt1)2 7

Damit folgt

: 2 L 4n’+8n+4 4
A T N T T
1 —cos (HLH)
Damit folgt conds(T) = O(n?). O
Aufgabe 3. a) Es sei

[k k
AR Rgl) R§2) (2)

0 B)

mit

B _ Q) (w*))T ;
I P k) (3)

wobei CF) ¢ Rin=k=1)x(n=k=1) ypq ¢F) ) ¢ RP=k=1 k) £ 0. Da o¥) #£ 0, ist die Pivoti-
sierung bereits durchgefiihrt oder nicht notwendig. Es gilt damit nach VL

A(k+1) — A(k) _ l(k+1) (u(k—&-l))T. (4)
mit
0 1<i<k .
D ) sts g kD 0 1<j<k
i Ak Etl1<i< und w, (k) i<
ai’”i +1<1<n ag <7<n
Mit (2) folgt damit
0
(1) — 1 (k| wund w1 = [O (w(k))T}
ag)
Mit (1) und (3) folgt somit
0

AFFD — o) _ 10 0

(1“ o(k) (w(k))T
Fiir B*+1) gilt damit

1
B+ — k) _ WO.(k) (w7

b) Der Algorithmus fiihrt die Gauf-Elimination zeilenweise durch. Dabei wird fiir Zeile i folgender-
mafsen verfahren:

1) Fiir jede Spalte, die nicht rechts der Diagonale ist, wird zunéchst das i-te Element des
1U)-Vektors berechnet.
l(]) = a; _ a/iﬂ.*l
i T Y-l :
Aj—1,5—1
Das Element a;_1, ;1 ist das Pivotelement des j-ten Schritts der LU Zerlegung aus der VL.
In der Schleife fiir k£, werden dann fiir a; ; sukzessiv alle Rang-1-Updates ausgefiihrt, der
bis dahin berechneten lgk).
2) Die Elemente in den Spalten rechts der Diagonale sind keine Pivotelemente. Deshalb werden

hier direkt die Rang-1-Updates l;l) bis 15"*”, die links der Diagonale stehen, ausgefiihrt.
Damit ist die Zeile ¢ auf die finale Form gebracht und es wird mit i + 1 weitergemacht.

Aufgabe 4. Implementierung siehe prog sparse matriz.cc. Plot in sparse_ plot.png.

Die Komplexitiit in der DenseMatrix Variante ist wie zu erwarten O(N?) und die Komplexitéit der
SparseMatrix Variante O(N), da die Anzahl der Nicht-Null Elemente der verwendeten Flussmatrix aus
dem Rohrleitungsnetzwerk linear ansteigt.



