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Aufgabe A3 A4 A5 >

Punkte

Aufgabe 3. (a) Beh.: Mit Fg = F3/(X? +1) ist Fg = F3(X) und Gal(Fg/F3) = (¢) wobei o: Fg —

Fy den Frobenius-Automorphismus bezeichne

Beweis. Sei f = X2 + 1 € F3[X]. Betrachte zunichst K = F3/(f). Es ist f irreduzibel, da
deg(f) = 2, also falls f reduzibel, zerfiele f in Linearfaktoren tiber F3. Jedoch hat f keine
Nullstellen in Fs, denn f(0) = 1, f(1) = 2 und f(2) = 2. Also ist K Korper, da F3[X| euklidisch
und damit HIR.

Nach einem der ersten Zettel gilt dimp, K = deg(f) = 2. Da #F; = 3 folgt #K = 32 =9. Also
folgt K = Fg. Weiter gilt mit dieser Konstruktion von Fg: Fg = F3(X), denn fiir g € Fg ist

g=aX +b+ (X?+1)=aX +b

fir a,b € Fs.
Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers ist separabel und normal, also Fg/Fj

galoissch und nach VL gilt Gal(IFg/F3) = (¢") wobei ¢” der relative Frobenius-Automorphismus
mit » = 1, da 3 = 3'. Damit folgt die Behauptung. O

Beh.: Q(v/3,v/5) = Q(v/3++/5) und Gal(Q(v/3,v5)/Q) = (o, 7) mit (angegeben mit den Werten
auf den Erzeugern V3 und \/5)

o(V3)=—V3 o5 =5

Beweis. Sei L := Q(v/3 ++/5). Zunichst ist L 3 (v/3+v/5)? = 3+ 2v/3v5+ 5, also v/3v/5 € L.
Damit ist L 3 (v/3 +v5)v3v5 — 3(V3+v5) =35+ 5v3 —3v3 - 3v5 =2V3. Also V3 e L
und damit auch /5 € L. Da trivialerweise v/3 + /5 € Q(v/3,/5) folgt L = Q(v/3,1/5).

Weiter ist char Q = 0 also L separabel und f = (X2 — 3)(X? — 5) hat in L genau die vier
Nullstellen N = {:I:\/g, :I:\/f)} L ist also Zerfillungskdrper von f iiber K, insbesondere normal.
AuRerdem ist [L: Q] = [L: Q(v/3)] = [Q(V3) : Q] = 2-2 = 4. Also #Gal(L/Q) = 4.

L/Q hat die Zwischenkdrper Q(+/3) und Q(+/5). Diese sind Zerfillungskdrper der nach Eisenstein
iiber Q irreduziblen Polynome X2 —3 und X2 —5. Ihre Galoisgruppen operieren also transitiv auf
den enstprechenden Nullstellen. Diese werden erzeugt von den entsprechenden Einschréinkungen
von o bzw. 7. Damit ergibt sich die Galoisgruppe von L als (o, 7). O

Aufgabe 4. Sei L/K endliche Erweiterung.

Lemma 4.1. Fiir « € L und zwei Zwischenkdrper M, M’ von K («)/K gilt

wobei fj; das Minimalpolynom von « iiber M bezeichne.

MCM < fye M[X]

Beweis. ,, = 7 ist trivial. Seien nun M, M’ Zwischenkorper von L/K mit fy; € M'[X]. Dann seien

ag,...,a, € MN M’ die Koeffizienten von fps. Dann setze M := K (ay, ..., ay). Dann folgt M"” C M
und M" C M’. Da fj; irreduzibel iiber M, insbesondere irreduzibel iiber M”, also fa; = fa~ und
damit
deg(fa) = [K(a) : M"] = [K(a) : M][M : M"],
—_———
=deg(fm)

also M = M" und damit M C M'. O
Beh.: Siehe Aufgabe.
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Beweis. Falls K endlich, ist K vollkommen, also jede algebraische Erweiterung seperabel und damit
nach dem Satz vom primitiven Element einfach. Auferdem ist dann auch L endlich, also hat L nur
endlich viele Teilmengen, insbesondere existieren nur endlich viele Zwischenkorper von L/K.

Sei also K unendlich.

e (i) = (ii)”: Sei L = K(«) und zu jedem Zwischenkorper M von L/K sei fy; € M[X] das
Minimalpolynom von « iiber M. Seien nun M, M’ zwei Zwischenkérper von L/K mit far = fasr.
Damit ist fa; € M'[X]| und fa;r € M[X] also M C M' und M’ C M nach Lemma 4.1, insgesamt
M = M'. Also bestimmt jedes f; den Korper M eindeutig.

Weiter ist fx(a) = 0 und fas(a) = 0. Aukerdem ist fx € M[X] und fi; Minimalpolynom von
a tber M, also fi € (fa). Damit ex. ein g € M[X], s.d. fx = gfm. Da M C L folgt g € L[X].
Also far | fx in L[X].

Da L[X] faktoriell, besitzt fx eine eindeutige (endliche) Primfaktorzerlegung in L[X]. Insbe-
sondere hat fx in L[X] nur endlich viele Teiler. Also existieren mit den Voriiberlegungen nur
endlich viele Zwischenkérper von L/K.

e ,(ii) = (i)”: L/K habe nur endlich viele Zwischenkdorper.

Sei zundchst L = K(«, 8). Dann existieren ¢, ¢’ € K mit ¢ # ¢/ und K(a+¢f) = K(a+d8) (Da
#K = oo, gibe es sonst unendlich Zwischenkérper von L/K der Form K(« 4+ ¢f) mit ¢ € K).

Zz.:a,B€ K(a+cB). Esist a+ '8 € K(a+c¢f). Also
Kla+cB)da+cB—(a+dB)=p(c—C).

Da ¢ # ¢ folgt c—¢ € K* und damit 8 € K(a+c¢fB). Also auch o € K (a+c¢f3). Da trivialerweise
a+cf € K(a,B) folgt L = K(a+ ¢8), also L einfach.

Sei nun L = K(ay,...,a,). Induktion tiber n: Fiir n = 1 ist L trivialerweise einfach. Sei nun

n € Nund L = K(aq,...,an4+1). Nach IV existiert ein o € L mit K(ay,...,a,) = K(a). Also
folgt L = K(«a, ap1). Damit ist L einfach mit der Voriiberlegung.

O

Aufgabe 5. Sei L/K endlich, galoissch und abelsch. Sei weiter f € K[X] irreduzibel mit o € L und
f(a) =0.

Beh.: M = K(«) ist Zerfallungskorper von f iiber K und ein endlicher, normaler Zwischenkdrper von
L/K.

Beweis. Es ist M/K endlich, denn [M : K] = deg(f) < co. Es ist K C M C L d.h. nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie ex. eine Untergruppe H C Gal(L/K) mit L¥ = M. Es ist Gal(L/K) abelsch,
also H Normalteiler in Gal(L/K). Insbesondere ist L¥ /K normal also M/K normal. Auferdem ist
a € M und M normal also zerféllt f iiber M in Linearfaktoren. Wegen M = K («) wird M von den
Nullstellen von f erzeugt, also ist M Zerféllungskdrper von f iiber K. O



