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Aufgabe A1 A2 A3 A4
∑

Punkte

Aufgabe 1. Seien R ein Ring, M und N zwei R-Moduln und f : M → N R-Modulhom. Beh.:
Folgende Aussagen sind äquivalent

(i) f ist R-Mod.iso

(ii) Für alle R-Moduln L ist die Abbildung

HomR(L,M)→ HomR(L,N)

g 7→ f ◦ g.

bijektiv.

Beweis. � (i) =⇒ (ii): ϕ bezeichne die gegebene Abbildung. Sei f R-Mod.iso. und g1, g2 ∈
HomR(L,M) mit ϕ(g1) = ϕ(g2). Da f Iso. ex. ein f−1 : N →M . Damit folgt

ϕ(g1) = ϕ(g2) =⇒ f ◦ g1 = f ◦ g2 =⇒ f−1 ◦ f ◦ g1 = f−1 ◦ f ◦ g2 =⇒ g1 = g2.

Also ϕ injektiv.

Sei nun h ∈ HomR(L,N) beliebig. Wähle g = f−1 ◦ h. Damit folgt

ϕ(g) = ϕ(f−1 ◦ h) = f ◦ f−1 ◦ h = h.

Also ϕ surjektiv und damit bijektiv.

� (ii) =⇒ (i): Mit L = N folgt ϕ : HomR(N,M)→ HomR(N,N) bijektiv. Also ex. ϕ−1. De�niere
h := ϕ−1(idN ). Damit folgt ϕ(h) = f ◦ h = idN .

Setze nun L =M . Dann folgt ψ : HomR(M,M)→ HomR(M,N) bijektiv. Es ist dann ψ(idM ) =
f ◦ idM = f . Damit folgt

ψ(h ◦ f) = f ◦ h︸ ︷︷ ︸
idN

◦f = f = ψ(idM ).

Da ψ injektiv, folgt h ◦ f = idM .

Insgesamt folgt mit f−1 := h, f bijektiv und damit Iso.

Aufgabe 2. (a) Beh.: Q⊗Z Z/2Z = 0.

Beweis. Es ist nach VL:

Q⊗Z Z/2Z ∼= Z/2Z⊗Z Q ∼
= Q/(2Z)Q.

Aber (2Z)Q = Q, denn (2Z)Q ⊆ Q klar und Q ⊆ (2Z)Q, denn für q ∈ Q ist q = 2 · 12q ∈ (2Z)Q.
Also Q/(2Z)Q = 0. Damit folgt die Beh.

(b) Beh.: 2Z⊗Z Z/2Z ∼= Z/2Z.

Beweis. Es ist nach VL:

2Z⊗Z Z/2Z ∼= Z/2Z⊗Z 2Z ∼= 2Z/(2Z2Z)

Es ist 2Z2Z = (4) = 4Z also 2Z/(2Z2Z) = 2Z/4Z. Weiter ist Z/2Z ∼= 2Z/4Z, denn

#{2Z/4Z} = #{. . . , 0 + 4Z, 2 + 4Z, 4 + 4Z︸ ︷︷ ︸
0+4Z

, . . .} = 2 = #{Z/2Z}.
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(c) Beh.: 2⊗ 1 = 0 in Z⊗Z Z/2Z, aber 2⊗ 1 6= 0 in 2Z⊗Z Z/2Z.

Beweis. Es ist Z⊗Z Z/2Z 3 2⊗ 1 = (2 · 1)⊗ 1 = 1⊗ (2 · 1) = 1⊗ 0 = 0.

De�niere β : 2Z⊗Z/2Z→ Z/2Z, (a, b) 7→ a
2 b. β ist wohlde�niert, da ∀a ∈ 2Z ist a2 ∈ Z. Auÿerdem

β bilinear. Wende (UT) auf Z/2Z und β an. Erhalte einen Z-Mod.hom f : 2Z⊗Z Z/2Z→ Z/2Z
mit f ◦ τ = β. Ang.: 2Z⊗Z Z/2Z 3 2⊗ 1 = 0. Dann folgt

f(τ(2, 1)) = f(2⊗ 1) = f(0) = 0 6= 1 = β(2, 1) �.

Also 2Z⊗Z Z/2Z 3 2⊗ 1 6= 0.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring, I ⊆ R Ideal und M R-Modul.

(a) Beh.: Es gibt einen eindeutigen surjektiven R-Mod.hom. f : I ⊗RM → IM mit f(a⊗m) = am
für a ∈ I,m ∈M .

Beweis. De�niere β : I ×M → IM , (a,m) 7→ am. β bilinear. Mit (UT) angewendet auf IM
und β, existiert genau ein R-Mod.hom. f : I ⊗RM → IM mit f ◦ τ = β. Damit folgt für a ∈ I,
m ∈M :

f(a⊗m) = f(τ(a,m)) = β(a,m) = am.

Sei nun m ∈ IM beliebig. Dann ex. ai ∈ I, mi ∈M mit

m =

n∑
i=1

aimi

=

n∑
i=1

f(ai ⊗mi)

f R-Hom.
= f

(
n∑
i=1

ai ⊗mi

)
︸ ︷︷ ︸

:=ξ∈I⊗RM

= f(ξ).

Also f surjektiv.

(b) Beh.: f aus Teil (a) ist i.A. nicht injektiv.

Beweis. Mit R = Z, I = 2Z und M = Z/2Z folgt

f : 2Z⊗Z Z/2Z→ 2Z (Z/2Z) = 0,

aber mit 29(b) ist 2Z⊗Z Z/2Z ∼= Z/2Z 6= 0. Damit ist f nicht injektiv.

Aufgabe 4. Sei K Kp, V e.d. K-VR. und f, g ∈ EndK(V ). Seien λ ∈ K EW von f und µ ∈ K EW
von g.

(a) Beh.: Für v, w ∈ V \ {0} gilt v ⊗ w 6= 0 in V ⊗K V .

Beweis. Seien v, w ∈ V \ {0}. Da V VR. und v 6= 0 6= w, ergänze v zu Basis (vi)i∈I und w zu
Basis (wi)i∈I mit v = v1 und w = w1. Dann de�niere

β : V × V → K

(x, y) =

(∑
i∈I

αivi,
∑
i∈I

βiwi

)
7→
∑
i∈I

αi ·
∑
i∈I

βi.
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Da (vi)i∈I und (wi)i∈I Basen, sind die Darstellungen eindeutig und damit β wohlde�niert.
Auÿerdem β bilinear, denn ∀x, y, z ∈ V und λ ∈ K gilt

β(λx+ y, z) = β

(∑
i∈I

(λαi + βi)vi,
∑
i∈I

γiwi

)

=
∑
i∈I

(λαi + βi) ·
∑
i∈I

γi

= λ
∑
i∈I

αi
∑
i∈I

γi +
∑
i∈I

βi
∑
i∈I

γi

= λβ(x, z) + β(y, z).

Für zweites Argument analog. Weiter ist v = 1 · v1 und w = 1 · w1, also β(v, w) = 1 · 1 = 1 6= 0.

Mit (UT) angewendet auf β und K, existiert ein R-Mod.hom. f : V ⊗K V → K. mit f ◦ τ = β.
Ang.: v⊗w = 0. Dann ist f(τ(v⊗w)) = f(v⊗w) = f(0) = 0 6= 1 = β(v, w). Also v⊗w 6= 0.

(b) Beh.: λµ ist EW von f ⊗ g ∈ EndK(V ⊗K V ).

Beweis. Sei v EV von f bezügl. λ und w EV von g bezügl. µ. Dann gilt

(f ⊗ g)(v ⊗ w) = f(v)⊗ g(w)
= λv ⊗ µw
= λµ(v ⊗ w).

Da v, w EV sind v 6= 0 6= w, also wegen (a) auch v⊗w 6= 0 und damit EV von f ⊗ g zu λµ. Also
insbes. λµ EW von f ⊗ g.

(c) Beh.: λ+ µ ist EW von f ⊗ idV + idV ⊗ g ∈ EndK(V ⊗K V ).

Beweis. Sei v EV von f bezügl. λ und w EV von g bezügl. µ. Dann gilt

(f ⊗ idV + idV ⊗ g)(v ⊗ w) = (f ⊗ idV )(v ⊗ w) + (idV ⊗ g)(v ⊗ w)
= f(v)⊗ idV (w) + idV (v)⊗ g(w)
= λv ⊗ w + v ⊗ µw
= (λ+ µ)(v ⊗ w).

Da v, w EV sind v 6= 0 6= w, also wegen (a) auch v⊗w 6= 0 und damit EV von f ⊗ idV + idV ⊗ g
zu λ+ µ. Also insbes. λ+ µ EW von f ⊗ idV + idV ⊗ g.
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